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Résumé

Nous montrons que la théorie de Galois différentielle générale de Malgrange (2001) et la ndtre (1996) sont équivalentes. Pour
citer cet article : H. Umemura, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract
On the equivalence of general differential Galois theories. We show that general differential Galois theory of Malgrange

(2001) and ours (1996) are equivalent. To cite this article: H. Umemura, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Soient L un corps de type fini sur le corps des nombres complexes C et § : L — L une C-dérivation. Donc pour
a,beLona(l)d(a+b)=56(a)+8b),2)é(ab)=358(a)b+as(b)ets(C)=0.

Il existe une C-sous algebre A de L telle que 1’algebre A soit de type fini sur C, fermée par la dérivation 6, i.e.
3(A) C A et que le corps C(A) engendré par A sur C coincide avec le corps L. Autrement dit une variété algébrique
affine V = Spec A est un modele de 1’extension L/C de corps. En plus, la dérivation § agit sur le faisceaux structural
Oy définissant un champ de vecteurs F (§) algébrique sur le modele V qui est une variété algébrique.

Un couple (W, G) formé d’une variété algébrique W, éventuellement ouverte sur C et un champ de vecteurs G
qui est birationnellement équivalent a (V, F(§)) s’appelle un modele de 1’extension différentielle de corps L/C. Le
modele de I’extension différentielle L/C est déterminée, par définition, a 1’équivalence birationnelle pres.

L’argument de [4] nous permet de démontrer la proposition suivante.

Proposition 1. I/ existe un modele de I’extension différentielle L /C lisse sur C.

2. Un groupoide C est une petite catégorie dont tout morphisme est isomorphisme. Soit S 1’ensemble des mor-
phismes de C et T I’ensemble 0b C des objets de C.

Pour un morphisme ¢ € Hom(A, B) de C, en associant sa source A := s(¢) et son but B := t(¢), on obtient deux
applications s: S — T ett:S — T de ’ensemble S dans ’ensemble 7.
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Soient maintenant ¢ € Hom(A, B) et ¥ € Hom(C, D) deux éléments de S. Si B =t(¢) = C = s(¥), alors on
peut composer les morphismes ¢ et ¥ pour obtenir ¥ o ¢ € Hom(A, D). Autrement dit la loi de composition de
morphismes dans la catégorie C nous donne une application

Si X7 §§ =S, 6]

ou le produit fibré est pris par rapport aux deux applications #: S — T ets:S — T.

L’ associativité de la composition ainsi que la condition que tout morphisme soit un isomorphisme dans la catégo-
rie C, peut s’exprimer aux termes de diagrammes commutatifs (voir [1], pages 212-08 et 09).

L’observation précédente nous permet de généraliser la définition des groupoides dans une catégorie C dans laquelle
le produit fibré de deux objets existe (cf. [1], loc. cit.). Plus précisément, un groupoide dans la catégorie C consiste en
deux objets S, T € obC, deux morphismes s: S — T et r:S — T, cela étant équivalent a la donnée d’un morphisme
(s,t):S — T x T, et un morphisme

S; x7 S — 8, )

dans C satisfaisant aux diagrammes commutatifs. Quand il n’existe aucun danger de confusion, on dit que le mor-
phisme (s,7):S — T x T estun groupoide sans précisér le morphisme (2).

3. Soit f:V — SpecC un schéma lisse et de type fini sur le corps des nombres complexes C. D’apres [2], Exposé
11, il existe un revétement V = Uae 1 Uq, par des ouverts affines U, = Spec Ay, o € I, de V tel que localement sur Uy,
le morphisme f|Uy se factorise en f|Uy = gy © hy OU g : Uy — A% = Spec C[ty1, t42, - - - » tan] €St un morphisme
étale et go : A, — Spec C est le morphisme structural de I’espace affine Af..

Nous construisons le schéma des jets sur V x¢ V algébriquement. Notre construction est locale sur U, X¢ Ug
et canonique. Ainsi donc elle se recolle, définissant 1’espace des jets sur V x¢ V. Alors comme algebre A, est
étale sur ’anneau C[t,] = C[ty1, 142, ..., lan] des polyndmes a n-variables. Les dérivations 9/0dty; : C[t,] — C[ty]
(1 < i < n) mutuellement commutatives se prolongent uniquement aux dérivations A, — A, notées aussi par d/0%;
([1], Exposé I).

Soient x1, x2, ..., X, des variables sur I’algeébre Ag. Considérons le foncteur

Fg:(Alg/Ag) — (Ens)
de la catégorie (Alg/Ag) des Ag-algebres dans la catégorie (Ens) des ensembles, obtenu en posant
Fg(R) :={f €Homc(Ag, R[x1,x2,....x4]) | f(a) =amod(xy, x2, ..., x,) pourtouta € Ag}

pour une Ag-algeébre R, ol on note par Homc (V, W) 1’ensemble des morphismes de C-algebres.
Proposition 2. Le foncteur Fg est représentable par une Ag-algébre Jg.

Voici la construction explicite de ’algebre Jg. Comme le cas général est trait€ de la méme maniére, supposons
n =1 et désignons g simplement par tg pour 8 € I. Posons Rg = C[t5(i)];en ot les t5(i), i € N sont des variables
sur C et nous supposons #g = #g(0). Donc nous avons un morphisme

Cltg] — Rp[x], 15— Zzﬁ(z‘)x’ (3)
ieN
de C-algebres. Alors Jg = Ag ®cClrp) Ry satisfait a la condition. En effet, comme Ag est étale sur C[#g] le morphisme
(3) s’etend en un morphisme Ag — (Ag ®cip) Rp)[[x]] par [2], Exposé 1.
Soit f:Ag — Jg[x] le morphisme universel qui représente le foncteur Fg. L application 9;(8): Ag — Jg qui
envoie a € Ag sur le coefficient en x; de la série formelle f(a) est une C-dérivation pour <i < n.

Proposition 3. Les dérivation 0;(B):Ag — Jg s’etend naturellement en des dérivations 9;(B):Jg — Jg mutuel-
lement commutatives. L’algébre différentielle partielle (Jg, {0;(B)}i<i<n) est différen-tiellement engendrée par la
sous-algebre Ag.
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Revenons sur Uy x¢ Ug. Lalgebre Jop := Ay ®c Jg représente un autre foncteur. Les C-dérivation /91y, :
Ay —> Ay (1 <i < n)s’etendend en des dérivations

Oapi = 04i ®C 1 +1&®¢ 9;(B): Ax ¢ Jp = Jup — Aa c Jp = Jup.

Théoréme 1. Soit (R, {8;}i<i<n) une algebre différentielle partielle telle que, en tant qu’algébre abstraite, I’algeébre
R soit une Ay ®c Ag-algébre et que la dérivation §; : R — R soit une extension de la dérivation 9/0ty; : Ay — Aq,
i.e. 8;|Ay = 0/0t4i. Alors il existe un et un seul morphime

¢:Jop —> R
de Ay ®@c Ag-algeébres abstraites tel que on ait 5; (¢(z)) = ¢(0upi (2)), pour tout élément z € Jup.

Désignons par Jug le schéma Spec J,g sur le schéma Uy, x¢ Ug. Les schémas Jyug se recollent et définissent le
schéma J — V x¢ V desjets de V. Le systeme de déterminants det(a, 8) = |dugitgjl1<i, j<n €St un diviseur de Cartier
D sur le schéma J et par consequent les localisations (Jy,g)det(eg) S€ T€COllent aussi et nous donnent un sous-schéma
ouvert JO:=J\ D de J.

Proposition 4. Le shéma J° — V x¢ V est un groupoide dans la catégorie des schémas sur C.

Voici la définition du morphisme de composition du groupoide J°. Il provient d’un morphisme J; ®y ;J — J défini
ci-dessous en termes d’algebres. Il suffit de définir pour «, 8, y € I, un morphisme

JD{,)/ - Ja,ﬂ ®A,3 Jﬂ,y (4)

d’algebres. Le cas général étant traité de la méme maniere, supposons n = 1. Les formules de calcul des dérivées
supérieures des fonctions composées nous donnent un morphisme

R, — Rg®c R, &)

d’algebres tel que ), > 1 @1y, 1, (1) = 15(1) ® 1, (1), 1, (2) t,g(l)2 ®1,(2) +15(2) ®1),(1),.... On peut étendre
le morphisme (5) dans le morphisme (4).

Définition 1. Un D-groupoide algébrique sur le schéma V x¢ V est un sous groupoide du groupoide J défini par un
faiseuax d’ideaux fermés par les dérivations.

4. Gardons la notation de 1 et adoptons, d’apres Malgrange [3], la définition suivante dans le cadre algébrique.

Définition 2. Le groupoide de Galois Gal(L/C) de L/C est le plus petit D-groupoide sur M xc M dont I’algébre de
Lie contient le champs de vecteurs F ().

Notre définition [4] du groupe de Galois infinitesimal nous fournit une construction explicite du groupoide
Gal(L/C).

On peut trouver un modele (Spec A, F(§)) = (M, F(5)) du corps différentiel L/C donné, tel que A soit lisse sur C.
Donc il existe des éléments 71, #2, ..., t, € A qui soient algébriquement indépendents sur C et tels que 1’algebre A soit
étale sur C[t] = C[z1, 12, ..., t,]. Les dérivations 9/91; (1 <i < n) de C[t] s’étendent 2 A que nous dénotons par 9;.
Alors le A-module Der(A/C) des C dérivations de A est libre sur les 97 (1 <i < n)

Soit

o0
1
A= A[X],  ae ) 8" @X"
n=o

le morphisme taylorien universel, ot X est une variable. C’est un morphisme d’algebres compatible avec les dériva-
tions § et d/dX.

Désignons par A*[X] I’anneau A[X] des séries formelles a coefficients dans A munie des dérivations {9;}/_, qui
agissent sur les coefficients. Soit A la sous-algebre différentielle de

(AP[X]. {0i)7))



1158 H. Umemura/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008) 1155-1158

engendrée par 1’algebre A" des series formelles constantes et ((A). Donc A*[t(A)] est une sous-algebre abstraite de A.

Lemme 1. On a un isomorphisme canonique d’algébres A @c, A =~ A®[1(A)), ot Cy est la sous-algébre de A formée
de ses constantes.

Cela résulte, par exemple, de [4], Lemma (1.1).
D’aprés le lemme, nous avons un morphisme Spec A — M ®c M, en composant les morphisme de schémas :

Spec.A — Spec A*[1(A)] ~ Spec(A ®c, A) — Spec(A ®c A) = M Q¢ M.
Proposition 5. 11 existe une M @c M -immersion fermée Spec A — J.

En effet par définition, les dérivations {9;}1<; <, de A?® sont prolongées 4 A qui est une A ®¢ WA= AM(A)]-
algebre, a fortiori une A ®¢ A-algebre, et par consequent, il existe un morphisme J — 4 de A ®c A-algebres d’apres
le théoreme. Comme 1’algebre A est engendrée sur A* par ((A) et les dérivées de ses éléments, le morphisme est
surjectif.

Théoréme 2. Spec AN J° — M x¢ M est le groupoide Gal(L /C) de Galois de I’extension L /C.
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