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Résumé

Soit £2 un ouvert borné de R3 et soient (pe), (e), (Ag) des suites de fonctions périodiques sur £2, de période ¢, la fonction pg
prenant des valeurs trés grandes sur un ensemble de boules de rayon re périodiquement distribuées de période ¢ (r¢ < ¢€). Nous
étudions le comportement asymptotique (¢ — 0) de 1’équation :

32
Pe 5 u; — div(as (ug)) =psf dans 2 x(0,7) + conditions aux limites,
t

oeue) = hetr(e(ue))] +2uce(us), e(ue) =% (Vue + V'),

et nous trouvons une loi effective non locale déduite d’un systeme couplé d’équations hyperboliques. Pour citer cet article : M. Bel-
lieud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Vibrations of an elastic composite with very heavy inclusions: memory effects. Let 2 be a bounded open set of R3 and (ps),
(me), (Ag) be sequences of e-periodic functions on £2, the function p, taking very large values on a set of e-periodically distributed
balls of radius ¢ (re < ¢). We study the asymptotic behaviour as ¢ — 0 of the equation:

32
Pe—3 1123 —div(og(ue)) =pef in2x(0,T) + boundary conditions,
t

0o (ue) = he tr(e(ue)) + 2pee(ue), e(ue) =5 (Vue + V7 up),
and finally we find a non-local effective equation deduced from a homogenized system of hyperbolic equations. 7o cite this article:

M. Bellieud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
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Abridged English version
We are concerned with the homogenization of the vibration problem:

92u . . S
pemsy —div(oewo) =pef QX (O.7). (f€C@xO.THRE).
1

0c(ue) =he trle(e) I +2pcee),  e(we) = (Ve + V'), "
ue € C([0, T1; Hy (2, RH)) N C'([0, T]; L*(2,R%)),

a — —

a"j 0)=bo, (a0, bo) € (C(2;R?) N Hy(2; R?)) x C(2; RY),
when the mass density p, takes possibly larges values in an e-periodic subset of grain-like inclusions of vanishing
measure. In the case of scalar evolution equations, explicit computations prove memory effects [1]. In this Note, we
present the extension of these results in the framework of linear elasticity. Given a sequence of positive real numbers
(r¢) such that r; < &, we consider the e-periodic distribution B, of balls of radius r, defined by (2). We assume (3)
and set (4). The limit problem depends on the capacity parameter y defined by (5). It is expressed in terms of the limit
u of the sequence (u.) of the solutions of (1) and of the limits v and @ of the sequences (v.) and (w;) defined by (6).
The field v describes the average effective displacement in the inclusions and the field @ characterizes their average
effective rotation vector.

us(0) = ao,

Theorem 0.1. Assume (3) and 0 < y < 400. Then the sequence (u;), where u. is the solution of (1) converges
weak star in L*°(0,T; HO1 (£2; R3)) to u and the sequences (v;) and (w;) defined by (6) converge weak star in
L®0, T; M($2; R3)) respectively to v and ®, where (u, v, w) is the unique solution of (7).

Corollary 0.2. Assume (3).

(1) If y =0, then (ug) converges weak star in L>°(0, T; H(} (82: R?)) to the unique solution of (10).
(i) Ify =400 and e’ > rsz, then (u.) converges weak star in L>°(0, T'; HO1 (82; R?)) to the unique solution u of (11).
Besides, the sequences (v¢) and (w¢) converge weak stars in L (0, T; M(£2; R3)) respectively to u and to 0.

Corollary 0.3. Assume (3) and y > 0, then the sequence (u.), where u. is the solution of the elliptic problem (12),
converges weakly in HO1 (£2; R?) to the unique solution of (13).

Remark 1. Under the assumptions of Theorem 0.1 and if (for simplicity ) p is constant, the field v can be expressed
in terms of # and f. We find (8) and after substitution in the first line of (7), obtain Eq. (9) with a memory term.

Remark 2. The sequence of the solutions of the Dirichlet problem with holes (14) converges weakly in H(} (£2;R3)
to the unique solution of the problem (15) where a so-called strange term is present if 0 < y < +o00 (see [3]).

1. Introduction et énoncé du résultat

Nous nous intéressons a I’homogénéisation du probleme de vibration (1) lorsque la densité p, prend des valeurs tres
grandes sur un ensemble de boules réparties périodiquement suivant une période ¢ et dont la mesure tend vers 0. Dans
le cas d’équations d’évolution scalaires, le calcul explicite des équations limites figure dans [1]. Nous présentons
I’extension de ces résultats 2 1’élasticité linéaire. Etant donnée une suite (re) de réels positifs tels que r; < €, on
considere la distribution e-périodique B,, de boules de rayon r, définies par

11 3 i . . 3 i
Y = ~35) Yi=e({i}+Y): L:={i€Z, Y. CR}

B::{x,,/x12+x22+x§<l}; B" :=rB; Bﬁg::gi—}—B“; BrE::UBﬁg. 2)

ielg
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On fait les hypotheses suivantes :

pe(x)=po>0, Ag(x)=»ro sixe€\B,,
He(X) = p1e = +00,  Ag(X) =Aie, Six € By,

/usle(ao)lzdx<6<+oo, e =lepie, Lo — 1 €0, 400,

Q
B . el (Y
pe(x)=po>0 sixe$2\ B, Pe(X) = 0 six € By,
|Brg| I'e
peC(B), p>c>0, ye(x) = Zlye;(x)(x—ei). 3)
ieZ3
On pose :
12 Ao+2
so(w) := Ao tr(e(w)) I +2uoe(w), Vwe H'(2,RY); x:= 7 ho(Ro + 24k0)
20 +5u0
/3:=]Lpdy, PYG :=][pydy, I = /pyiyjdy ifi # j, : prlyﬂ dy. “4)
B B B Jj#i g
Le probleme limite dépend du parametre :
Y= hrr%) € [0, +o0], )

lequel s’exprime en fonction de la limite # de la suite (u.) des solutions de (1) et des limites v et @ des suites (v,) et
(w¢) définies par

v, = 142 ucl
g = |Br£| e 1By, x(0,T)>
W (x, 1) 1=Z<][ 2(yi( $) Aug(s, t)> d'H2(S))lY, (x). (6)

i€l BB;'
€

Les champs v et @ caractérisent respectivement le déplacement effectif moyen et le vecteur rotation effectif moyen
dans les inclusions.

Théoreme 1.1. Supposons (3) et 0 < y < 400, alors la suite (ug) des solutions de (1) converge étoile-faiblement
dans L*°(0,T; HO1 (82:R3)) vers u et les suites (vy) et (@g) définies par (6) convergent étoile-faiblement dans
L>®0, T; M(£2; ]R3)) respectivement vers v et , ot (u, v, w) est l’unique solution du probléme :

2

0

a—l; —div(eo@)) + xy @ —v)=pof dans 2 x (0,T),
v e (w—w)=4f dans 2 x 0,T)
— 4 — —u)= ans 1),
patZ 8[2 PYG XY 1Y

0w 8%v @)
Tl +0Y6 AN Py +8muoyw=pyg A f dans 2 x (0,T),

(w,v,®) € (L*(0, T; HY (2; RY) x L2(0, T; L*(2; R%))?) n (CL([0, T1; L*(2; RY)))’,
u ov 0w
u(0) =v(0) = ay, 5(0) = 5(0) =by, w(0)= E(O) =

J?
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Remarque 1. Supposons pour simplifier que la fonction p soit constante (i.e. p = p). On déduit de (4) et de (7) que
¥c =0 et que @ = 0. Dans ce cas, le champ v s’exprime facilement en fonction de u et de f en résolvant la seconde

équation dans (7). Posant 6 := _/x %, on trouve :

t

ind(t — indt
vix, 1) = / Sln((gir)(f(x, 7) + 8%u(x, 7)) dt + bo(x) SH; + ag(x) cos 8t. (8)
0
Apres substitution dans la premiere ligne de (7), on obtient 1’équation :
t
0%u : ~ 2 .
PoaE div(oo(m)) +p8°|u—38 [ sin(8(t — v))u(r)dr
0
t
=pof +ps / sin(8(t — 1)) f (v) dt + p8bo sin(81) + p8%ag cos(81), ©)

0

ou apparait un terme de mémoire.

Corollaire 1.2. Supposons (3). Alors

(1) si y =0, la suite (ug) converge étoile-faiblement dans L*°(0, T’ H(} (£2; RS)) vers ['unique solution u du pro-
bleme :

32
po—s — div(oo@)) = pof dans 2 x (0,T),
at? (10)

ueL?(0,T; Hy($2;R))NC ([0, T1; L2(2; RY)),  u(0) = ay, 38—':(0)=b0.

(i) Siy =+ et &> rsz, alors la suite (ug) converge étoile-faiblement dans L*°(0, T, HO1 (£2; R?)) vers l'unique
solution u du probléme :

82
(b0 -+ )55 —div(eo@) = (po+5)f  dans 2 x (0.7), an
ueL?(0,T; HY (2, R)) N C' ([0, T1; L*(£2; RY)),  u(0) =ay, %—I:(O) =bo.

De plus les suites (ve) et (we) convergent étoile-faiblement dans L*°(0, T; M(2;R3)) respectivement vers u et
vers 0.

Corollaire 1.3. Supposons (3) et y > 0. Soit u. la solution du probleme :
—div(op(ue)) = po f dans 2, u. € Hy(2;RY), (f € C(2;RY)). (12)
Alors la suite (uy) converge faiblement dans HO1 (2; R vers 1 ‘unique solution du probléme :

—div(oo@)) = (po+p)f dans 2, ue Hy(2;R?). (13)

Remarque 2. On peut montrer aussi que la suite (u.), ou u, est la solution du probleme de Dirichlet dans 1’ouvert
perforé 2\ B,, :

—div(ag(ug)) =f dans 2\ B,,, uge Hol (£2; R3), us =0dans B,,, (14)

converge faiblement dans H(; (£2; R3) vers I’unique solution du probléme :
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—div(oo@)) + xyu=f dans 2, weHj(2;R}) si0<y <-+oo,
—div(oom)) = f dans 2, wue Hj(2;R?) siy =0, (15)
u=0 si y = —+o0,

ol apparait, lorsque 0 < y < 400, un terme dit « étrange » (voir [3]).

2. Ebauche de la démonstration

Sous les hypotheses du Théoreme 1.1, on établit I’estimation suivante :

u 2 g3
/(|u8|2+|w8|2+|w8|2+‘ 88 )(z)dx+/[r—3<|ug|2+
£

t
re

puis I’existence de champs u, v, ® vérifiant, a des suites extraites pres :

ou,
ot

2
)(r) + mgle(us)|2(r)] dr < C,

u, > u, étoile-faiblement dans L>(0,T; H ($2; R3)),

*

Ve =V, o X ®, étoile-faiblement dans LOO(O, T, M(£2, R3)). (16)

Fixant une suite (R;) telle que r, < Ry < ¢ et des champs arbitraires, @, ¥, £ € C®(2 x (0, T); R3) tels que ¢ =
¢=§=%—?=M—E=Osur39 x 10, T]U £2 x {T'}, on pose :

at — ot
b =0+ Vo1 — 90O + (Vez —92)0P + (Ve —93)8F + Ecinl) + Eon® + Eean, (17)
oY, (x,1) =)y (fB::FI/f(y, Ndy)lyi(x), & (x,1) = Zielg(fBig.S(y, 1)dy)lyi (x), et, notant (e, 2, e3) la base

») ogm

canonique de R3, y¢ sont les solutions respectives des problemes :

Ye(x)

re

1
inf {fzao(n):e(n)dx‘n=epA dans B,_, n:Odans.Q\BRs},
)
Q

neH! (2R3

1
inf { f ~60(0) : () dx ‘ 8 =e, dans B, 6 =0 dans 22 \ B, }
0cH!(2,R3) 2

Multiplions (1) par ¢, et intégrons par parties :

92 9¢.,.(0
/ pgug.&dxdwr/pgao 9:0

at2 ot
2x(0,T) 2
- [rbp 0t [ owiedoiva= [ ps-goavar (18)
2 2x(0,7) 2x(0,T)
On déduit de (3), de (16) et de (17) :
| 99,
lim / oo "E(0) — pebugh. (0 dx — / pef -, dudr
0 2x(0,T)
0 _0 d _ _ _
=/ao<poa—(f(0)+pa—'f(0)+8—§(O)/\pyc> —bo(po@(0) + pY(0) +£(0) A pyg) dx
2

- / S(pop +p¥ + &N pyg)dxdr,

2x(0,T)
. I,
815% Pellg - o2 dx dt
2x(0,T)
929 92y 3% Py 9%&
— ._+_v._+_ AD) — + A O L — 4+ P. —2 dxdt 19
/ <,00u L S (ya Av) S @A By Y+ T mz) (19)

2x(0,T)
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En ce qui concerne le dernier terme du premier membre de (18), on remarque que

/Ua(us):e(fbs)dxdt: / ooue) - e(p) dx di + f oolue) ey drdr,  (20)
£2x(0,T) (£2\Bg,)x(0,T) (BRe \Byre)x(0,T)

ol Bg, est définit en remplacant r; par R, dans (2). On obtient :

e—0
(£2\Bg,)x(0,T) 2x(0,T)

lim / oo(ue) :e(p)dxdr = / oo(u) :e(p)dxdr. 21

Grace au calcul explicite des champs n§” ), ng ) (cf. [4]), on trouve :

lim / oo(us)e(p)dxdr=y f x(v—u)(¥ — @) + 8t puowé dx dr. (22)

e—0
(BRre \Br)x(0,T) 2x(0,T)

Passant a la limite dans (18), compte tenu de (19)—(22), on obtient une formulation variationnelle équivalente au

probléme limite annoncé dans le cas correspondant du théoreme. Pour la démonstration des corollaires (et pour plus
de détails) on se référera a [2].
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