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Résumé

Nous présentons un modele de déformation de courbe dans lequel la déformation est supposée €tre un processus aléatoire in-
connu. Cette hypothése nous permet de définir, de manicre unique et intrinséque, I’espérance structurelle de la fonction aléatoire
sous-jacente. Nous proposons des estimateurs empiriques de cette espérance structurelle et des fonctions individuelles de défor-
mation. Nous donnons des résultats asymptotiques, en nombre de courbes et de points de mesure. Pour citer cet article : E. Maza,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Estimation of the structural expectation of a stochastic function. We present a curve warping model in which the warping
function is supposed to be an unknown stochastic process. This assumption allows us to define, in an unique and intrinsic way, the
structural expectation of the underlying stochastic function. We propose empirical estimators of this structural expectation and of
the warping functions. We give some asymptotic results, in number of curves and of measured points. To cite this article: E. Maza,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Modéle de déformation et espérance structurelle

Lorsque la caractéristique mesurée sur un échantillon statistique d’individus est une fonction, par exemple une
fonction du temps, deux sortes d’aléas peuvent apparaitre : un aléa en amplitude (sur les ordonnées) et un aléa en
phase (sur les abscisses). Dans ce cas, nous observons des courbes dont la moyenne est un mauvais représentant de la
population sous-jacente, puisque les deux effets (en amplitude et en phase) ne sont pas dissociés. De nombreuses mé-
thodes ont été proposées ces dernieres années pour pallier a ce probleme, par exemple dans [8,6,4,3] ou [2]. Dans ces
travaux, les fonctions de déformation sont considérées comme des parameétres inconnus et a estimer, pour ensuite es-
timer (par déformation inverse) les fonctions originelles. Ainsi, 1’asymptotique en nombre de courbes des estimateurs
proposés n’est pas étudiée. Par contre, dans [7], les déformations sont des translations supposées aléatoires, et bien
que le modele soit restreint aux translations, 1’asymptotique en nombre de courbes y est étudiée. Aussi, les modeles
proposés dans ces travaux ne sont pas identifiables (voir, par exemple, [3]).
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Pour résoudre ces deux problématiques, nous allons supposer ici que les fonctions de déformation sont des réa-
lisations indépendantes d’un processus stochastique H appelé « processus aléatoire de déformation». Ce processus
H est défini sur un espace de probabilité (£2, .4, P) inconnu, et a valeurs dans C([a, b]), I’ensemble des fonctions
réelles continues sur I’intervalle [a, b], muni de la norme de la convergence uniforme || - ||, et de la tribu de ses
boréliens B(C([a, b])). De plus, nous supposons que H est presque slirement strictement croissant, et que H (a) Ba

et H(b) 2 p. Sous ces hypotheses, 1’espérance ¢ = E(H) et le moment d’ordre deux y = E(HZ) du processus H
existent. Nous notons la covariance de H : r(t, s) = Cov(H(¢), H(s)), pour tout (¢, s) € [a, b]?.
Notre modele de déformation est défini par

Yij=foH '(t)), i=1,...,m, j=0,....,n, ob (1)

e la fonction f:[a, b] — Z C R est une fonction réelle continue inconnue,
e pourtout j €{0,...,n},tj=a+ jb—a)/n,
e les processus (H;); sonti.i.d. et de méme loi que le processus aléatoire de déformation inconnu H.

Afin d’alléger les notations, pour tout i € {1, ..., m}, nous posons F; = f o Hl._1 la fonction aléatoire et f; =

fo hi_1 une réalisation de F;. De plus, nous notons A 1’ensemble des trajectoires f o h=' e C([a, b]) ot h est une
fonction strictement croissante, avec h(a) = a et h(b) = b.

Définition 1.1. Sous les hypothéses du modele (1), la fonction f o (E(H))™! = f o ¢! est appelée «espérance
structurelle » de la fonction aléatoire f o H™'.

Cette espérance structurelle s’interpréte comme la déformation moyenne de la fonction f par le processus aléa-

toire H. Ainsi, en introduisant dans notre modele (1) I’espérance ¢ du processus H :
1 -1 . .
Yij= fog¢ o ¢oH; (tj) , i=1,...,m, j=0,...,n,
—— \ )
Espérance structurelle  Fonction de déformation

le couple (f o q&_l, ¢poH i_l) est unique, et notre probleme d’indentifiabilité est résolu. En effet, I’on ne s’intéresse
plus a I’estimation du couple (f, Hi_l) qui lui n’est pas unique.

2. Estimations dans le cas ou la fonction f est strictement croissante

Lorsque la fonction f:[a, b] — Z est strictement croissante, la fonction réciproque f —1.7 — [a, b] existe et est
également strictement croissante. De plus, une déformation en phase de la fonction f correspond a une déformation
en amplitude de la fonction f~!. Il est donc naturel, pour estimer 1’inverse de ’espérance structurelle, de considé-
rer la moyenne de I’ensemble des fonctions ( fi_l)i. Ainsi, nous définissons I’estimateur empirique de I’inverse de
I’espérance structurelle par

— 1
VyEIa ¢Of_1mn(y):ZZT'l's

i=1

Vi=1,...,m, T;=arg min |F(t;)—y|.
t_,'E{t() ,,,,, th}

La notion de convergence d’une suite quelconque U, indicée par (m,n) € N? vers C (notion qui est utilisée dans
les résultats asymptotiques donnés ci-apres) est telle que, pour m et n assez grands, la quantité |U,,, — C| peut étre
rendue aussi petite que souhaité.

Théoreme 2.1 (Consistance et normalité asymptotique). Sous les hypothéses du modéle (1), et lorsque la fonction f
—_—
est strictement croissante, estimateur ¢ o =1, converge presque sirement vers ¢ o f -1
ps

o —1
R e L e el U
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De plus, soit y = (y1, ..., yx) € I fixé (k € N*), et supposons que /m /n —+> 0, alors,
m,n—+00

¢o f 1) ¢pof'On) i
vm : - : ——— Ni(0, I (),
P 1 m,n——+00
o f=1,. ) o f7 ()
on I'(y) est la matrice de variance-covariance de taille k définie, pour tout couple (i, j) € {1, ..., k}*, par

ro=r(f'on, £710)))-

Par construction, la fonction ¢ o f —1mn est une fonction constante par morceaux. Soit K (m, n) le nombre de sauts
en les points (vi)x tels que f(a) =vg < vy <+ < Vk@mn) < VK@m,n+1 = f(b). Alors, nous pouvons écrire

. K (m,n)
Vyelf@. fO[N ok dof = Y w0,
k=0

ou les valeurs (uy)x sont telles que a =ug <uj < -+ <UK(n,n)—1 < UK(m,n) = b. Ainsi, il est naturel de définir un
estimateur de 1’espérance structurelle f o ¢! par

K(m,n)—1
— k41 — Uk
Viela,bl, fo¢p~l,.(1)= E (m(l —up) + Uk)]l[uk,ukﬂ[(t) + VK (m,n) Ly} (1)
k=0

Par construction, notre estimateur f o¢~!, = est continu et strictement croissant.

Théoreme 2.2 (Consistance). Sous les hypotheses du modéle (1), et lorsque la fonction f est strictement croissante,
—_—

Uestimateur f o =1, converge presque siirement vers I’espérance structurelle f o ¢~ :

1 -1 ps
[f ot~ = Fod™ |0

Remarque 1. De maniére analogue a 1’estimation de 1’espérance structurelle, nous construisons des estimateurs des
fonctions (¢ o hi_1 )i, et en montrons la consistance et la normalité asymptotique (voir [5]).

3. Cas ou la fonction f est strictement monotone par morceaux

Dans cette section, nous étendons nos estimateurs a I’ensemble F des fonctions strictement monotones par
morceaux. L’idée est de transformer une fonction f € F en une fonction strictement croissante. Soit f € F et
(si)k € Ja, b[" I’ensemble des r € N* points de changement de sens de variation de f. Notons so = a et 5,41 = b. Soit
mw:la,b[\ {s1,...,s-} = {—1, 1} la fonction définie par (¢) = 1 si f est strictement croissante en ¢ et w(¢) = —1 si
f est strictement décroissante en ¢.

Définition 3.1. Soit f € F. La transformation G(-, f) est définie, pour tout ¢ € Ja, b[ \ {so, - - -, Sr+1}, par

G(t. )= FOr@) =Y 7@ 50Dyt + £ 50) + Y| Fst=1) = f 0[5 610,
k=1

k=0

et par continuité pour tout si € {so, ..., Sr+1}

Proposition 3.2. Soit la fonction f € F et g = G(-, f) sa transformée. Soient les trajectoires (fi); € A™ et
(gi =G, fi)i leurs transformées. Alors, les fonctions g et (g;); sont strictement croissantes et telles que

gi:gohi_l, i=1,...,m.
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La transformation G effectuée sur chacune des fonctions ( f;); nous permet donc de remplacer le modele (1) par le
modele

Zij=goH '(t)), i=1,....m, j=0,...,n.

Ainsi, les estimateurs construits dans la Section 2 peuvent étre utilisés, en remplacant les variables (Y;;);; par les
variables (Z,'j),'j.

Le probleme qui se pose ici est que nous ne connaissons pas les points de changement de sens de variation des
fonctions ( f;);. Nous ne pouvons donc pas utiliser directement la définition de G pour calculer les valeurs des variables
(Zi});j. Pour résoudre ce probléeme, d’apres la structure de la transformation G, il parait naturel d’approcher les valeurs
(Z;j)ij par les accroissements successifs des valeurs (Y;;);;. Nous définissons, pour tout i € {1,...,m} fixé, la suite
de variables aléatoires

Zio=Yio etpourtoutje{l,..., n}, ZijZZij71+|Yij— ii—1l-

Proposition 3.3. Soit f; € F,i €{1,...,m} fixé. Soit t € [a, b] fixé et (j (n)),eN une suite telle que j(n)/n —+> t.
n—+00
Alors,
. s
Zijm) = Zijm 720

Cette derniere proposition nous permet d’utiliser les estimateurs de la Section 2 dans le cas d’une fonction f
strictement monotone par morceaux.

2oz N

Remarque 2. Pour une application a des données réelles, on peut se référé a [1].
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