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Résumé

Nous étudions la conservation des propriétés de Koszul et de Gorenstein pour le produit semi-croisé des algebres homogenes.
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Abstract

Stability of the Koszul property for the semi-cross product of homogeneous algebras. We study the stability of Koszul and
Gorenstein properties for the semi-cross product of homogeneous algebras. We use the formalism of N-complexes. The proofs are
illustrated by the example of the algebra generated by Yang—Baxter relations. To cite this article: A. Pottier, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Le but de cette Note est d’étudier la stabilité de certaines propriétés homologiques des algébres homogenes par
produit semi-croisé, introduit au paragraphe 7.1 de [4]. Plus précisément, nous montrons qu’une algébre homogene
est de type Koszul si et seulement si un de ses produits semi-croisés I’est. Dans le cas ou la dimension globale est
finie, étre de type Gorenstein est équivalent pour 1’algebre et ses produits semi-croisés.

Différentes notions relatives aux algebres quadratiques introduites dans [8] sont généralisées aux algebres ho-
mogenes dans [3]. En particulier un N-complexe est canoniquement attaché a toute algebre N-homogene, dont le
complexe de Koszul de [2] est une contraction. Dans D’article [2], il est montré qu’étre de type Koszul pour une al-
gebre homogene est équivalent a I’acyclicité de ce complexe. C’est cette caractérisation que nous utiliserons. En plus
d’algebres quadratiques, on trouve des algebres cubiques dans la classification des algebres régulieres de dimension 3
décrite dans [1]. D autres exemples d’algebres homogenes de degré supérieur a 3 ont été étudiées par la suite dans [2],
ainsi que dans [6] et [5] en liaison avec certaines équations issues de la physique théorique.
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2. Rappels et notations

Le corps commutatif k est fixé dans toute la suite, tous les produits tensoriels seront pris sur k, ® = Q. Soit A =
A(E, R) une algebre homogene de degré N. C’est le quotient de 1’algebre tensorielle 7 (E) associée a un k-espace
vectoriel E de dimension finie par un idéal bilatére 1 (R) engendré par un espace de relations R C E®V. Soit « un
automorphisme de 1’algebre graduée A. Il est défini par un automorphisme de E étendu canoniquement a T (E),
encore noté « et tel que w(R) = R. L’algebre A%, produit semi-croisé de .4 par «, est donnée par 1’espace vectoriel
gradué sous-jacent 2 A muni du produit - défini sur les éléments homogenes par x - y = xa*l(y) ot |x]| est le degré
de x et ol le symbole pour le produit dans A est omis, voir [4]. A% est encore une algébre associative avec unité,
identique a celle de A. Remarquons tout de suite que id : A% — 4 est un isomorphisme de k-espaces vectoriels et que
« est encore un automorphisme de 1’algebre A%, ainsi que A = (A"‘)”‘_l .

Définissons maintenant 6, automorphisme de 1’espace vectoriel gradué T (E) : en degré n + 1, 0,4+1(x0 ® x1 ®
@) =x0®a(x]) ® - - @a” (x,). Relativement 2 la décomposition E®* ! ~ E®P+1 @ E®"=P on ala formule :

Oni1 = Opr1 ®id) 0 ([d® (™ 06,-)). ()
Comme application de ces définitions, prouvons la proposition suivante.

Proposition 1. A% est une algébre homogeéne de degré N, A* = A(E, 9];1 (R)).

Considérons m : T (E) — A défini en degré n par m(x] @ xo ® - - ® x) = x1x2 -+ - X, et mg : T(E) — A% défini
endegré n par my(x1 @ x2 @ - - ® x,) = X1 - X2 - - - x,. Alors le diagramme suivant d’applications linéaires commute,
c’est-a-dire my =mo 6.

T(E) "> A
i@ lid
T(E)—s A
Par définition [3], Kerm = I (R), d’ou I’égalité Kermy = 0~ (I(R)) = I(G,;1 (R)). En conséquence A% est une
algeébre homogene de degré N, A* = A(E, Qﬁl(R)).

Exemple. Soient A = A(E =kx @ ky,x @ y®x —y ® x ® y) I’algebre des tresses a 3 brins et o 1’automorphisme
involutif échangeant x et y. Alors le produit semi-croisé de A par ¢ est A = A(E,x @ x Q@x — y ® y ® y), ce qui
est une écriture plus symétrique. Nous poursuivrons plus loin I’étude de cette algebre via son produit semi-croisé.

3. Conservation des types Koszul et Gorenstein

Théoreme 2. A est de type Koszul si et seulement si A* est de type Koszul.

D’apres [2], A est de type Koszul si et seulement si le complexe de Koszul C de .A-modules & gauche est acyclique
en degrés strictement positifs. D’apres [3], le complexe C, c’est-a-dire

s AQ Ay AR A s AR Al e L g 0,

est la contraction C = Cy_1,0 du N-complexe K (A) de .A-modules a gauche (avec § = dN-1

s AQAY AR AL AR A L sy 0.

Nous pouvons voir (K (A), d) comme un N-complexe d’espaces vectoriels. Nous allons construire un isomor-
phisme de N-complexes entre (K (A%), d%) et (K (A),d). Cela induira un isomorphisme de complexes entre leurs
contractions. Un isomorphisme de complexes étant un homologisme, 1’acyclicité de C* sera équivalente a celle de C,
ce qui prouvera le théoréme.

Rappelons que .Ai.* est naturellement un sous-espace de E®' (cf. [3]). Définissons K (6) : K (A%) — K(A) en
degré i par :
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K©)i: K(A%), = A% ® (A%) - K(A); = A® A,
a®er>a® (ao6;)(e). )
11 est clair que K (6); est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Vérifions alors que K (6) est un morphisme de
N-complexes.

-~-i>Aa®(Aa)§ili>.Aa®(AQ)E*L>AO(®(AQ)§*_1 d*

iK(9)1+| lK(Q)i \LK(G)[—I

el s AR A — L AQAF— L AR A —1

Soit a ® (¢ ® f) un élément générique de A* ® (Aa)i‘il avec .Ai-*jrl CE®H ~ E® E® D’unepart d*(a ® (e ®
M =a-e® f=ad"(e)® f,donc K(®); 0d*(a® (e ® [f)) =aa(e) ®a'“1(6;(f)) car |aa!®l(e)] = |a| + 1
puisque o est de degré 0. D’autre part K(0); 1@ ® (¢ ® f)) =a Q@ a0l 11(e® f)=aQa (e @a0b;(f)) =
a® (@(e) @ a!“F1(6;(f))) en utilisant (1), donc d o K (0);11(a ® (e ® f)) = aa!®l(e) ® a!*F1(6; (f)). Finalement
K(©)iod*=do K(9);+1, et K(6) estun isomorphisme de N-complexes d’espaces vectoriels.

Proposition 3. Si A est de type Koszul de dimension globale finie alors A% I’est aussi.

D’apres [3], dans le cas ol A est de type Koszul la dimension globale D est donnée par le plus grand entier tel que
Cp # 0 (avec C = A). Via I'isomorphisme K (#), Cp # 0 équivaut a Cf, # 0, d’ou la proposition.

Exemple. Montrons que A* = A(E,R=x®x ®x — y ® y ® y) est de type Koszul de dimension globale 2, ce qui
montrera en vertu des théorémes précédents que 1’algebre des tresses a 3 brins est du méme type.
Le 3-complexe K (A%) se calcule simplement :

d3 dy

0 A% (Aot)4 (Aa)2L>Aa4>O

avecds:a+> (ax,0,0,—ay),dr:(a,b,c,d) — (ax +cy,bx +dy) etd;:(a,b) — ax + by. Le complexe de Koszul
C% obtenu en contractant s’écrit, dans ce cas :

3 d

0 A (Aoc)2

A% 0

ol d* =drody:ar> a(x?, —yz) et d = d;. La suite est exacte au niveau de (A%)2, c’est la définition de ’algebre par
générateurs et relations [3]. Il suffit donc de vérifier I’injectivité de la premiere fleche.

Lemme. Les éléments x et y sont réguliers a droite (sans diviseur de zéro a gauche).

Raisonnons par récurrence sur le degré des éléments de 1’algebre, I’initialisation étant évidente. Supposons x et y
réguliers jusqu’au degré n. Soit a € A tel que ax = 0, alors d(a, 0) = 0. De par I’exactitude au niveau de (A*)?,
il existe a’ € A | tel que 8(a’) = (a, 0). Donc a’y? = 0 et par hypothese de récurrence @’ =0 d’ott @ = a’x? = 0.
x est bien régulier a droite jusqu’au degré n + 1, la démonstration pour y est identique. Le lemme est prouvé.

Puisque x et y sont réguliers a droite, la premiére fleche du complexe de Koszul C* est donc injective. Donc
I’algebre des tresses a 3 brins possede la propriété de Koszul et est de dimension globale 2.

Remarque. La propriété de Koszul permet de calculer la série de Poincaré P4(¢) = Y _ dim(A,)¢" de A. En effet,
d’apres [7], on a la relation suivante :

PA(t) (Z dim(A}, )" — dim(Al,, +1)tN"+1> =1. 3)

Dans notre cas N = 3, celadonne 1/P4(¢t) =1—2r+ B3 =1—=1)(1—1—1t?). Ainsi I’algebre des tresses a 3 brins
est a croissance exponentielle.
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Théoreme 4. Si A est de type Koszul de dimension globale finie D, alors A est de type Gorenstein si et seulement si
AY Dest.

Dans les hypotheses du théoreéme, A est de type Gorenstein si et seulement si la cohomologie du complexe dual
C’ est nulle en degré strictement inférieur & D. Le complexe de cochaines C’ de A-modules a droite est obtenu a
partir du complexe de chaines C de A-modules a gauche en appliquant le foncteur contravariant Hom 4 (e, A). Le
complexe de cochaines C’ est la contraction Cj o du N-complexe L(.A) obtenu en appliquant le foncteur contravariant
Hom 4 (e, A) & K(A) comme expliqué dans [6]. Or, il est immédiat que Hom 4 (K (6), .A) est toujours un isomor-
phisme de N-complexes d’espaces vectoriels entre L(A%) et L(A). Il induit donc un isomorphisme de complexes
entre (C%)’ et C’, d’ol un homologisme, ce qui prouve le théoreme.

(Contre)-exemple. L’algebre des tresses a 3 brins n’est pas de type Gorenstein : en effet une algebre N-homogene
de dimension globale 2 qui possede la propriété de Gorenstein est quadratique, or I’algebre étudiée ici est cubique.
On peut cependant vérifier directement que 1’algebre n’est pas de type Gorenstein. Le 3-complexe L(A%) s’obtient
facilement a partir de K (A%) :

d! d?

d3
0 A% (A%)? (A ——A*—0
avecd' :a v+ (xa, ya),d*: (a,b) — (xa,xb, ya, yb)etd>:(a,b,c,d) > xa—yd.Le complexe de Gorenstein (C%)’
obtenu en contractant s’écrit donc, dans ce cas :

OHAQL/)(Aa)zi)Aa*)O

ond =d' et 8 =d>od?:ar (x* —y?)a. Il est alors clair que H>((C%)") # k, donc I’algébre n’est pas de type
Gorenstein. En résumé, 1’algebre des tresses a 3 brins est Koszul de dimension 2, mais n’est pas Gorenstein.
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