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Résumé

Nous montrons l’existence de solutions auto-similaires pour l’équation quasi-géostrophique dissipative critique en no
sur le formalisme des solutions « mild » dans un espace proche deL∞. Pour citer cet article : F. Marchand, P.G. Lemarié-Rieusset,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Non-radial self-similar solutions for the critical dissipative quasi-geostrophic equation. We prove the existence of sel
similar solutions for the critical dissipative quasi-geostrophic equation by using the formalism of mild solutions in a space
L∞. To cite this article: F. Marchand, P.G. Lemarié-Rieusset, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Pour des équations aux dérivées partielles invariantes sous certaines homothéties, il est classique de
des solutions auto-similaires. Ces solutions étant associées à des données initiales homogènes, on doit re
recherche de solutions dans les espaces de Lebesgue ou de Sobolev, inadaptés à ces homogénéités, par d
dans des espaces de Lorentz ou des espaces de Besov. Cannone [2] et Barraza [1] ont souligné le rôle deḂ

−1,∞∞ ou de
Ln,∞ (en dimensionn) dans la recherche de solutions auto-similaires des équations de Navier–Stokes.

L’équation quasi-géostrophique(QGα) pour une fonctionθ(t, x) définie sur sur[0,+∞[×R
2 est l’équation

{
∂t θ = −(−�)αθ + ∂1(θR2θ) − ∂2(θR1θ),

θ(0, ·) = θ0
(QGα)

oùR1 etR2 sont les transformations de Riesz1√−�
∂1 et 1√−�

∂2. Le cas surcritique 1/2< α � 1 est assez facile tand
que les difficultés du casα = 1/2 en font un modèle pour les équations de Navier–Stokes tridimensionnelles [3

La recherche de solutions auto-similaires se base sur la remarque que siθ est une solution de(QGα) associée à la
valeur initialeθ0 et siλ > 0 alors la fonctionλ2α−1θ(λ2αt, λx) est encore une solution de(QGα) associée à la valeu
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initiale λ2α−1θ0(λx). Si θ0 est une fonction (ou une distribution) homogène de degré 1− 2α et si on a une propriét
d’unicité de la solution associée à la condition initiale, alors on trouve que la solutionθ vérifie pour tousx, t etλ

θ(t, x) = λ2α−1θ(λ2αt, λx) = t−1+ 1
2α θ

(
1,

x

t
1

2α

)
.

La recherche d’une solution à l’Éq.(QGα) se fera à l’aide du formalisme des solutions « mild » de Kato : on
que la solutionθ est solution du problème de point fixe

θ = e−t (−�)αθ0 + Bα(θ, θ) avecBα(f,g) =
t∫

0

e−(t−s)(−�)α
(
∂1(gR2f ) − ∂2(gR1f )

)
ds.

Si θ0 est radiale, alorsθ = e−t (−�)αθ0 est solution, le terme non-linéaire∂1(θ R2θ) − ∂2(θ R1θ) étant identiquemen
nul. Dans le cas général, on cherche à résoudre l’équation pourθ0 de petite norme dans un espace de BanachEα qui
contienne des distributions homogènes de degré 1− 2α. Des candidats naturels sont les espaces de LorentzLp,∞
(avecp = 2

2α−1) ou les espaces de BesovḂ
s,∞∞ (avecs = 1− 2α). On montre facilement le résultat suivant :

Théorème 1. Pour α ∈]1/2,1], on pose Eα = L
2

2α−1 ,∞ et Fα l’espace de Banach des fonctions f (t, x) localement

intégrables sur ]0,+∞[×R
2 telles que supt>0 ‖f (t, ·)‖

L
2

2α−1 ,∞ < ∞ et supt>0 t1− 1
2α ‖f (t, ·)‖∞ < ∞. Alors :

(i) pour tout f0 ∈ Eα , on a e−t (−�)αf0 ∈ Fα ;
(ii) Bα est bilinéaire continue de Fα × Fα vers Fα .

En particulier, on obtient les deux résultats suivants :

(iii) il existe deux constantes εα > 0 et Cα > 0 telles que, si θ0 ∈ Eα avec ‖θ0‖Eα < εα , alors il existe une et une seule
solution θ de θ = e−t (−�)αθ0 + Bα(θ, θ) telle que θ ∈ Fα et ‖θ‖Fα � Cα‖θ0‖Eα ;

(iv) si de plus θ0 est homogène de degré 1− 2α, alors la solution θ est auto-similaire.

Exemple 1. Il est facile de montrer l’existence de solutions auto-similaires lorsque 1/2 < α � 1 : en coordonnée
polaires (x = r eiθ ), on prendθ0 de la formeθ0(x) = ω(θ)r1−2α avec‖ω‖∞ assez petit.

On peut remplacer la norme deL
2

2α−1 ,∞ par la norme deḂ1−2α,∞∞ qui est plus faible (puisqu’on a l’inclusio

continueL
2

2α−1 ,∞ ⊂ Ḃ
1−2α,∞∞ ) si on remplace l’estimation supt>0 t1− 1

2α ‖θ(t, ·)‖∞ < ∞ par l’estimation plus précis

supt>0 t1− 1
2α ‖θ(t, ·)‖

Ḃ
0,1∞ < ∞ :

Théorème 2. Pour α ∈]1/2,1[ , on pose Eα = Ḃ
1−2α,∞∞ et Fα l’espace de Banach des fonctions f (t, x) localement

intégrables sur ]0,+∞[×R
2 telles que supt>0 t1− 1

2α ‖f (t, ·)‖
Ḃ

0,1∞ < ∞. Alors :

(i) pour tout f0 ∈ Eα , on a e−t (−�)αf0 ∈ Fα ;
(ii) Bα est bilinéaire continue de Fα × Fα vers Fα .

En particulier, on obtient les deux résultats suivants :

(iii) il existe deux constantes εα > 0 et Cα > 0 telles que, si θ0 ∈ Eα avec ‖θ0‖Eα < εα , alors il existe une et une seule
solution θ de θ = e−t (−�)αθ0 + Bα(θ, θ) telle que θ ∈ Fα et ‖θ‖Fα � Cα‖θ0‖Eα ;

(iv) si de plus θ0 est homogène de degré 1− 2α, alors la solution θ est auto-similaire.

Le coeur de la démonstration de ce théorème est l’estimation∥∥e−(t−s)(−�)α
(
∂1(gR2f ) − ∂2(gR1f )

)∥∥
Ḃ

0,1∞ � Cα

1
1

1
1+(1− 1 )

s1− 1
2α ‖f ‖

Ḃ
0,1∞ s1− 1

2α ‖g‖
Ḃ

0,1∞

(t − s) 2α s α
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qui n’est plus exploitable pourα = 1/2 ouα = 1.
Le casα = 1 se traite à la façon du théorème de Koch et Tataru [4] :

Théorème 3. On pose E1 = BMO(−1) et F1 l’espace de Banach des fonctions f (t, x) localement intégrables sur
]0,+∞[×R

2 telles que

• supt>0 t1/2‖f (t, ·)‖
Ḃ

0,1∞ < ∞ ;

• supt>0, x∈R2
1
t

∫∫
0<s<t,‖x−y‖<√

t
|f (s, y)|2 + |R1f (s, y)|2 + |R2f (s, y)|2 ds dy < ∞.

Alors :

(i) pour tout f0 ∈ E1, on a et�f0 ∈ F1 ;
(ii) B1 est bilinéaire continue de F1 × F1 vers F1.

En particulier, on obtient les deux résultats suivants :

(iii) il existe deux constantes ε1 > 0 et C1 > 0 telles que, si θ0 ∈ E1 avec ‖θ0‖E1 < ε1, alors il existe une et une seule
solution θ de θ = et�θ0 + B1(θ, θ) telle que θ ∈ F1 et ‖θ‖F1 � C1‖θ0‖E1 ;

(iv) si de plus θ0 est homogène de degré −1, alors la solution θ est auto-similaire.

Exemple 2. Il est facile de montrer l’existence de solutions auto-similaires associées à des données initiales gr
module (de sorte que le Théorème 1 ne s’applique pas) mais suffisamment oscillantes pour appliquer les Thé
et 3 : en coordonnées polaires (x = r eiθ ), on prendθ0 de la formeθ0(x) = r1−2α eiNθ avecN ∈ N assez grand. Pou
1/2< α < 1, on vérifie que‖θ0‖Ḃ

1−2α,∞∞ est O(N1−2α), tandis que pourα = 1 on a‖θ0‖BMO(−1) = O(N−1).

Pourα = 1/2, non seulement l’estimation de base conduit à une intégrale divergente, mais de plus le c
l’espace de base est délicat : on ne pourrait avoir supt>0 t0‖θ‖

Ḃ
0,1∞ < ∞ que siθ0 ∈ Ḃ

0,1∞ , mais alorsθ0 ne peut

pas être homogène. Par ailleurs la seule hypothèseθ0 ∈ L∞ (ou pireθ ∈ Ḃ
0,∞∞ ) ne permet pas de donner un sen

B1/2(e−t
√−�θ0,e−t

√−�θ0), et donc d’initier la recherche de solutions « mild ». Reprenant la distinction entre
dance et fluctuation soulignée par Cannone [2] dans l’étude des équations de Navier–Stokes et utilisée par
[5] dans l’étude de(QG1/2) dansḢ 1, nous pouvons considérer une distributionθ0 ∈ L∞ telle que son bloc de bass
fréquencesSNθ0 tende vers 0 dansS ′ quandN → −∞ et telle queR1(Id − SN)θ0 etR2(Id − SN)θ0 aient des limites
∗-faible dansL∞ (ce qu’on écritR1θ0 ∈ L∞ etR2θ0 ∈ L∞) et établir le résultat suivant :

Théorème 4. On pose F1/2 l’espace de Banach des fonctions f (t, x) localement intégrables sur ]0,+∞[×R
2 telles

que supt>0 ‖f (t, ·)‖
Ḃ

0,1∞ < ∞ et supt>0 t‖f (t, ·)‖
Ḃ

1,∞∞ < ∞. Soit θ0 ∈ L∞ tel que R1θ0 ∈ L∞ et R2θ0 ∈ L∞. On pose

θ1 = e−t
√−�θ0. Alors :

(i) on a supt>0 t‖θ1‖Ḃ
1,∞∞ < ∞ et supt>0 ‖θ1‖∞ + ‖R1θ1‖∞ + ‖R2θ1‖∞ < ∞ ;

(ii) f 	→ B1/2(θ1, f ) et f 	→ B1/2(f, θ1) sont linéaires continues de F1/2 dans F1/2 ;
(iii) B1/2 est bilinéaire continue de F1/2 × F1/2 vers F1/2.

En particulier, on obtient les deux résultats suivants :

(iv) il existe deux constantes ε1/2 > 0 et C1/2 > 0 telles que, si ‖θ0‖∞ + ‖R1θ0‖∞ + ‖R2θ0‖∞ < ε1/2, alors il existe
une et une seule solution θ de θ = θ1 + B1/2(θ, θ) telle que θ − θ1 ∈ F1/2 et ‖θ − θ1‖F1/2 � C1/2(‖θ0‖∞ +
‖R1θ0‖∞ + ‖R2θ0‖∞) ;

(v) si de plus θ0 est homogène de degré 0, alors la solution θ est auto-similaire.
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théorie de
Démonstration. L’estimation fondamentale est de montrer que si

sup
t>0

‖f ‖∞ + t‖f ‖
Ḃ

1,∞∞ < ∞

alors, pourj = 1, 2, on agj = ∫ t

0 e−(t−s)
√−�∂jf ds ∈ F1/2. On a immédiatement

sup
t>0

1

t
‖gj‖Ḃ

−1,∞∞ < ∞.

Pour estimer‖gj‖Ḃ
1,∞∞ , on utilise la décomposition de Littlewood–Paley et on cherche à estimer, pourl ∈ Z,

2l‖�lgj‖∞. Si t2l � 2, on écrit

2l‖�lgj‖∞ � C22l‖gj‖Ḃ−1,∞∞ � C′t22l � 4C′t−1.

Si t2l � 2, on pose

gj = αj + βj,l + γj,l =
t/2∫
0

e−(t−s)
√−�∂jf ds +

t−2−l∫
t/2

e−(t−s)
√−�∂jf ds +

t∫

t−2−l

e−(t−s)
√−�∂jf ds.

On a

2l‖�lαj‖∞ � ‖αj‖Ḃ
1,∞∞ � Ct−2

∥∥∥∥∥
t/2∫
0

e−(t/2−s)
√−�∂jf ds

∥∥∥∥∥
Ḃ

−1,∞∞

� C′t−1

tandis que (puisque‖�lf ‖∞ � 2−l‖f ‖
Ḃ

1,∞∞ )

2l‖�lβj,l‖∞ � C‖√−��lβj,l‖∞ � C′
t−2−l∫
t/2

(t − s)−22−l‖f ‖
Ḃ

1,∞∞ ds � C′′t−1

et (puisque‖∂j�lf ‖∞ � ‖f ‖
Ḃ

1,∞∞ )

2l‖�lγj,l‖∞ � C2l

t∫

t−2−l

‖f ‖
Ḃ

1,∞∞ ds � C′t−1.

On a donc obtenu

sup
t>0

1

t
‖gj‖Ḃ

−1,∞∞ < ∞ et sup
t>0

t‖gj‖Ḃ
1,∞∞ < ∞.

Le contrôle de la norme‖gj‖Ḃ
0,1∞ s’obtient alors par interpolation.�

Exemple 3. Il est facile de montrer l’existence de solutions auto-similaires en prenantθ0 de la formeθ0(x) =
εx1x2/‖x‖2 avecε assez petit. Pour vérifier queR1θ0 ∈ L∞, on utilise le fait que sia est 2π -périodique et höl-
dérienne et vérifie

∫ 2π

0 a(τ)dτ = 0 et si on utilise les coordonnées polairesξ = ρ eiτ , alors limε→0 a(τ)ρ−21ρ>ε

est la transformée de Fourier d’une fonction bornée homogène de degré 0 (c’est un résultat classique de la
Calderón–Zygmund des opérateurs d’intégrales singulières [6]). En choisissanta telle que de plus

∫ 2π

0 sinτ a(τ)dτ =∫ 2π

0 cosτ a(τ)dτ = 0, on obtient une fonctionθ0 telle queR1θ0 ∈ L∞ etR2θ0 ∈ L∞.
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