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Résumé
Nous montrons I'existence de solutions auto-similaires pour I'équation quasi-géostrophique dissipative critique en nous basan
sur le formalisme des solutions « mild » dans un espace proch&d®our citer cet article: F. Marchand, P.G. Lemarié-Rieusset,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abstract

Non-radial self-similar solutions for the critical dissipative quasi-geostrophic equation. We prove the existence of self-
similar solutions for the critical dissipative quasi-geostrophic equation by using the formalism of mild solutions in a space close to
L*°. Tocitethisarticle: F. Marchand, P.G. Lemarié-Rieusset, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).

0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Pour des équations aux dérivées partielles invariantes sous certaines homothéties, il est classique de recherct
des solutions auto-similaires. Ces solutions étant associées a des données initiales homogénes, on doit remplacer
recherche de solutions dans les espaces de Lebesgue ou de Sobolev, inadaptés a ces homogénéités, par des solu
dans des espaces de Lorentz ou des espaces de Besov. Cannone [2] et Barraza [1] ont soulignéé[%lr?ﬂeadeie
L™ (en dimensiom) dans la recherche de solutions auto-similaires des équations de Navier—Stokes.

L'équation quasi-géostrophiqu®G,) pour une fonctiom (¢, x) définie sur suf0, +oo[ x R? est I'équation

{ 30 = —(=A)*0 + 01(O R20) — 92(0 R10), (QG,)

6(0, ) = 6o

ou Rq et R, sont les transformations de Ri 2 01 etﬁ d2. Le cas surcritique 2 < o < 1 est assez facile tandis

que les difficultés du cas = 1/2 en font un modéle pour les équations de Navier—Stokes tridimensionnelles [3].
La recherche de solutions auto-similaires se base sur la remarqueggestsine solution d€QG,) associée a la
valeur initialedg et six > 0 alors la fonctiorh?*~19(12*¢, 1x) est encore une solution d©G,) associée a la valeur
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initiale 22¢~19y(1x). Si 6y est une fonction (ou une distribution) homogéne de degr&d et si on a une propriété
d’unicité de la solution associée a la condition initiale, alors on trouve que la sofutiérifie pour toust, ¢ et A

01, x) =222 (.2, hx) = t“zie(l, %)
t 2
La recherche d’une solution & 'E¢QG,) se fera a I'aide du formalisme des solutions « mild» de Kato : on écrit
que la solutior® est solution du probleme de point fixe
t
0=e"""0+ By(0,0) avecBu(f,g)= / e TN (31(gRa f) — d2(g R f)) .
0
Si 6y est radiale, alorg = e !(—2)"g, est solution, le terme non-linéaife(d R26) — 92(6 R10) étant identiquement
nul. Dans le cas général, on cherche a résoudre I'équatioropaier petite norme dans un espace de Barfaclyui

contienne des distributions homogenes de degré2&. Des candidats naturels sont les espaces de Loightz
(avecp = %_1) ou les espaces de BesB{® (avecs = 1 — 2a). On montre facilement le résultat suivant :

Théoreme 1. Pour o €]1/2, 1], on pose E, = Lﬁ*oo et F, |’espace de Banach des fonctions f (¢, x) localement
intégrables sur 10, +oo[ x R? tellesquesup.q Il f (7, -)||L2%I < oo et sug>0t1*% I f(, )l < o0. AlOrs:

,00

(i) pour tout fo € Eq,onae A" foe Fy ;
(i) B, est bilinéaire continue de F, x F, vers F,.

En particulier, on obtient les deux résultats suivants :

(i) il existe deux constantese, > O et C, > Otellesque, si g € E,, avec ||6pl £, < €, alorsil existe une et une seule
solution 6 ded = e~" =20y + B, (0, 0) telleque d € F, et [|0]|r, < Cqll00llE, ;
(iv) si deplus6g est homogéne de degré 1 — 2«, alorsla solution 6 est auto-similaire.

Exemple 1. Il est facile de montrer I'existence de solutions auto-similaires lorsq@e<le < 1 : en coordonnees
polaires § = r €”), on prendp de la formedp(x) = w (9)r1~% avec|w||« assez petit.

2 .1 . . . . .
On peut remplacer la norme de=-1-*° par la norme d go 20,00 qui est plus faible (puisqu’on a linclusion

. 2 . . e 1 S L
continueL =-1-*° C éo 2‘“’o) si on remplace 'estimation sy;btl 2 ||6(t, -)|loo < 00 par I'estimation plus précise

1-4 .
Sup.ot™ 2 ||6(z, ')”B&} <00

Théoréme 2. Pour o €]1/2, 1], on pose E, = Bio_z""oo et F, I’espace de Banach des fonctions f (¢, x) localement
intégrables sur 10, +oo[ x R? tell&quesugwtl‘% £ )l o1 <oo. Alors:

(i) pour tout fo € Ey,onae 2" fo e Fy;
(i) By esthilinéaire continuede F, x F, vers F,.

En particulier, on obtient les deux résultats suivants :

(iii) il existe deux constantese,, > O et C, > Otellesque, si g € E, avec ||6pl g, < &4, alorsil existe une et une seule
solution 6 ded = e~ =2y + B, (0, 0) telleque b € F, et [|8]|r, < Cyllf0llE, ;
(iv) s deplus 6 est homogene de degré 1 — 2«, alorsla solution 6 est auto-similaire.

Le coeur de la démonstration de ce théoreme est I'estimation

a 1
—(t—=5)(=4) — ;
e A (Bu(g Ra ) 32(8R1f))||3&1<ca(t_s)%S1+<17$)S

1—4 1—A4
£l goas™ % gl yoa
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qui n'est plus exploitable powr=1/2 oua = 1.
Le casx = 1 se traite a la facon du théoréme de Koch et Tataru [4] :

Théoreme 3. On pose E1 = BMOD et Fy I’ espace de Banach des fonctions f (¢, x) localement intégrables sur
10, +oo[ x R? telles que

o sup_orM2If(t )l yor < 00
® SUR.0xel? 7 [focs <t feoyivi 1F (S M+ IRLF (5, 012+ [R2f (5, )|?ds dy < oo.

Alors:

(i) pour tout fo € E1,ona€? foe Fi;
(ii) Bj est bilinéaire continue de F1 x F1 vers Fy.

En particulier, on obtient les deux résultats suivants :

(iii) il existe deux constantes 1 > 0 et C1 > Otellesque, si 6p € E1 avec ||6p|| g, < €1, alorsil existe une et une seule
solution 6 ded = €26y + B1(0, 0) telleque d € F1 et |0, < C1ll60ll g, ;
(iv) s deplus 6y est homogene de degré —1, alorsla solution 6 est auto-similaire.

Exemple2. Il est facile de montrer I'existence de solutions auto-similaires associées a des données initiales grandes e
module (de sorte que le Théoreme 1 ne s’applique pas) mais suffisamment oscillantes pour appliquer les Théorémes
et 3 : en coordonnées polaires=£ r €%), on prenddy de la formedo(x) = r1~2* &N? avecN € N assez grand. Pour

1/2 <« <1, on vérifie que|fol| -2 est QN1=2), tandis que pou = 1 on al|6ollgyon = O(N D).

Poura = 1/2, non seulement I'estimation de base conduit a une intégrale divergente, mais de plus le choix de
'espace de base est délicat : on ne pourrait avoi;>s518||9||30_1 < 00 que sifp € B&l, mais alorsfp ne peut

pas étre homogéne. Par ailleurs la seule hypothgsel > (ou pired € B&O") ne permet pas de donner un sens a
Bl/z(e"ﬂeo e"ﬂeo) et donc d'initier la recherche de solutions «mild». Reprenant la distinction entre ten-
dance et fluctuation soulignée par Cannone [2] dans I'étude des équations de Navier—Stokes et utilisée par Marchar
[5] dans I'étude d€QGy,) dansH1, nous pouvons considérer une distributiigre L telle que son bloc de basses
fréquencesy 0o tende vers 0 dan§’ quandN — —oo et telle queR1(ld — Sy )6 et R2(ld — Sy )6p aient des limites
x-faible dansL® (ce qu’on écritR16p € L™ et R20p € L™°) et établir le résultat suivant :

Théoréme 4. On pose F,, |I" espace de Banach des fonctions f (7, x) localement intégrables sur 0, +-oo[ x R? telles
quesup.oll.f ()l gor < co et sup. ol f (7, )l g0 < 00. S0it g € L™ tel que Riflp € L™ et R20p € L. On pose

01 = e V=2¢,. Alors:

(i) onasup.o7[61ll yrec < 00 € SUP-gllf1lloo + [ R1O1]lco + [[R2O1lc0 < 00
(i) f > By2(61, f) €t f i+ By2(f,601) sont linéaires continues de F1/> dans F1/7;
(iii) By, est bilingaire continue de Fy/» x F1/p vers Fyp.

En particulier, on obtient les deux résultats suivants:

(iv) il existe deux constantes 1,2 > 0 et C1/2 > O tellesque, si [|6ollcc + | R160lloc + [| R260ll0c < €12, @lOrsil existe
une et une seule solution 6 de 6 = 61 + B1/2(6,6) telle que 6 — 61 € Fi/2 €t (10 — 01]lF,, < C12(/160ll00 +
| R160ll 0o + [ R260llc0) ;

(v) s deplus 68 est homogéne de degré 0, alorsla solution 6 est auto-similaire.
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Démonstration. L'estimation fondamentale est de montrer que si

SUP|l flloo +21f Il gree < 00
>0

alors, pourj =1, 2, on ag; = [ € (~9V=2%; f ds € F1/. On aimmédiatement

1
sup—|lg;jll 5-1.00 < 00.
>0 1 Bog

Pour estimer||g‘,~||Bgéoc, on utilise la décomposition de Littlewood—Paley et on cherche a estimer, [pol,
2 A1glloo- Sit2! < 2, on écrit

2 Agjllos < C2%lg)IIBH® < C'12% <ac't™.
Sit2! > 2, on pose

t/2 =271 t
g =0 +ﬁ,~,z+yj,1=fe—<’—s)v—Aa,-fds+ / e IV, fds + f e =IV=8y. fds.
0 1/2 1—2-1
Ona
t/2
2[180lloo < lljll groe < C172 /e—<’/2—W—Aa,-fds <c'rt
h—1,00
0 By”

tandis que (PUISQUEA flloc < 27/ £l y1.)
=27t
21A1Bj1lloe < ClIV=AMBj 1o < C' f (t =9)7227|| fll yroods < C" 7
t/2
et (puisqueld; A flloo < 11 f 1l 100
1

211 Ary;lloe < C2 / Il gae s < C'r L
t—2-1
On a donc obtenu
1
SUp-llgjll 5-100 <00 €t sup|g;ll sre < 00.
t>0 1 Bos t>0 Be

-0.1 S’obtient alors par interpolation.O

Le contrble de la normgg ; 4
o0

Exemple 3. Il est facile de montrer I'existence de solutions auto-similaires en prefpade la formefg(x) =
ex1x2/||x||? avece assez petit. Pour vérifier quei6o € L>°, on utilise le fait que sz est 2r-périodique et hol-
dérienne et vérifiefOZ” a(t)dr = 0 et si on utilise les coordonnées polaites- p €7, alors |in’]5_>0a(r),0_21p>8

est la transformée de Fourier d’'une fonction bornée homogéne de degré 0 (c’est un résultat classique de la théorie
Calderén—Zygmund des opérateurs d’intégrales singulieres [6]). En choisigsdiatque de plu%zn sinta(r)dr =

f02” cosrt a(t) dr = 0, on obtient une fonctiofy telle queR16g € L™ et Ro6p € L°.
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