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Abstract

We study the relative modular classes of Lie algebroids, and we determine their relationship with the modular classes of Lie
algebroids with a twisted Poisson structufe.cite this article: Y. Kosmann-Schwarzbach, A. Weinstein, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Résumé

Classes modulaires relatives des algébroides de Lous étudions les classes modulaires relatives des algébroides de Lie et
nous déterminons leur relation avec les classes modulaires des algébroides de Lie avec structure de PoisBourtorgueet
article: Y. Kosmann-Schwarzbach, A. Weinstein, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Version francaise abrégée

Dans I'étude des structures de Poisson sur les variétés, Koszul a introduit un champ de vecteurs dont la différentiell
dans la cohomologie de Lichnerowicz—Poisson est nulle [8]. Dans [13], il est montré que le flot d'un tel champ de
vecteurs est une limite classique du groupe d’automorphismes modulaires d’une algébre de von Neumann, et la clas:
de cohomologie ainsi définie est nomméellsse modulaire de la variété de Poisstily est aussi indiqué que cette
notion se généralise lorsque le fibré tangent a la variété est remplacé par une algébroide de Lie arbitraire. La notio
de classe caractéristique d’'une algébroide de Lie munie d’'une représentation dans un fibré en esbitiesdinie
dans [2]. Laclasse modulaire d'une algébroide de Lit, de baseM et d’ancrep,, est ensuite définie comme la
classe caractéristique depour la repréentation définie par (6) avdt= A, F =T M, ¢ = p4. La classe modulaire
d'une variété de Poisson en est un cas particulier lorsque I'algébroide de Lie considérée est le fibré cotangent de |
variété muni du crochet de Lie des sections défini par le bivecteur de Poisson. Plus précisément, la classe modulai
du fibré cotangent est le double de la classe modulaire de la variété de Poisson. Ce facteur 2 s’explique par le fali
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que, dans le cas général, on doit considérer un fibré en droites qui, dans le cas particulier, est |exé¥Fé be Le
facteur 2 se retrouve dans les généralisations décrites ci-dessous.

Le probleme de la généralisation au cas ou la structure de Poisson d’une variété est tordue par une 3-forme ferm
situation étudiée dans [11], a été résolu dans [7], ou une définitiondadse modulaire d’une algébroide de l4e
munie d’une structure de Poisson tordest proposée, le cas des variétés de Poisson tordues étant célesol fibré
tangent a une variété. Cette définition générale étend la caractérisation donnée dans [6] (voir aussi [14]) : le prodL
intérieur par un champ modulaire est la différence de deux générateurs de carré nul de I'algébre de Gerstenhaber
I'algébroide de LieA*.

Dans cette Note, nous étudions d’abord la notiorcldsse modulaire relativedéfinie par la donnée d’'un mor-
phisme d'algébroides de Lie, notion introduite dans [4] sous le nowladse modulaire d’un morphisme d’'algé-
broides de LieNous montrons ensuite que la classe modulaire définie dans [7] est la classe modulaire relative associe
au morphismer®: A* — A, défini par la donnée d’'une sectiande A2?A. Ici A est une algébroide de Lie munie du
bivecteurr et d’une sectiony de A3(A*) telle qued, v = 0, et satisfaisant la relation (10) ; I'espace des sections du
fibré vectoriel duald* est muni du crochet de Lie associé ala donnée dey. Ce crochet, notg, 1.y, généralisant
le crochet de Lie des 1-formes sur une variété de Poisson, a été défini dans [11] lorssiuie fibré tangent a une
variété de Poisson tordue, et étendu au cas général dans [10]. La classe modulaire relative est une classe de coho
logie de l'algebroide de Lid*, dont la différentielle est notég; ., . (Pour une algébroide de L, munie du crochet
des sections noté en généfal]z, on désigne en général pér : I'(A*(E*)) — I'(A*TL(E*)) la différentielle de la
cohomologie d'algébroide de Lie d&)

Nous rappelons d’abord (Section 2) la définition de la classe modulaire d’une algébroidedé ’Bgq. (1) définit
une sectiortg du fibré vectoriel duak™* qui est fermée pour la différentiellé: et qui définit par conséquent une
classe de cohomologie de degré 1 Henotée ModE. Nous donnons en exemplés= T M (la classe est nulle),

E = T*M pour une variété de Poissq@M, i), et le cas des algébres de Lie considérées comme algébroides de Lie
de base un point (la classe est le caractere modulaire infinitésimal). La théorie des classes modulaires des algebre:
Lie—Rinehart est développée dans [5].

Dans la Section 3, nous définissons la classe modulaire relative d'un couple d'algébroides BeR)i@éfinie
par un morphisme de E dansF. Puis, nous démontrons le Théoréme 3.3, résultat général qui sera utilisé dans
I'application au cas des structures de Poisson tordues : la classe modulafteAViéy est la classe caractéristique, au
sens de [2], d& pour la représentation?, définie par I'Eq. (6), de&& dans le fibré vectoridl £ = APE @ AOPF*,

La démonstration utilise le Lemme 3.2 qui étend, du calcul tensoriel sur les variétés au cas d'une algébroide de L
guelconqueE, la propriété de commutation de la dérivation de Lie des sections @& @ E*) avec les contractions.

Dans la Section 4, on considére une algébroide deil.imunie d'une structure de Poisson tordue. Dans [7], on a
montré que dans le cas particulier A= T M, la classe modulaire du fibré cotangent4lest égale au double de la
classe modulaire d€T M, x, ¢) et 'on a remarqué que ce résultat ne s'étend pas au cas général. Au Théoréeme 4.1
nous établissons la relation entre la classe relative du couple d’algébroides(@& L définie par le morphisme
7% et la classe modulaire de\, 7, ¥) : la premiére est le double de la seconde. Dans le cas particulié=o M,
la classe relative se réduit a la classe modulair&té et I'on retrouve (Corollaire 4.2) le résultat de [7].

Le cas des algébres de Lie est abordé a la Section 5. Loksgstaune sous-algebre de Lie d’'une algébre delie
la classe modulaire d@), g) est I'obstruction & I'existence d’'une mesweinvariante sur 'epsace homogé6e H,

H et G étant des groupes de Lie connexes d'algebres dé kigy.

1. Introduction

A modular class for a Lie algebroid with a twisted Poisson struatdrer, ) was introduced in [7]. In this Note,

we determine the relation between the modular class of the Lie algebfadd this newly-defined class. The vector
bundleA* becomes a Lie algebroid when equipped with the braickét , on sections (defined in [11] and [10]) and

the anchorp, o %, wherep, is the anchor ofA andz*: A* — A is the bundle map associatedstos I'(A2A). To

this end, we investigatelative modular classesvhich were first considered in [4], where they were calteatiular
classes of Lie algebroid morphisnWe show that the relative modular class(df, A) defined by the morphism?

is equal to twice the class defined in [7] (Theorem 4.1). Since the relative modular class of a pair of Lie algebroids
(E, F) defined by a morphism : E — F is the difference of the modular class Bfand the image under the dual

¢* of ¢ of the modular class of, it reduces to the modular class Bfwhen F = T M. So Theorem 4.1 extends the
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well-known fact [2,13] that, for a Poisson manifaldif, ), the modular class of the Lie algebrdtt M is twice the
modular class of the Poisson manifold. To prove Theorem 4.1, we apply Theorem 3.3, which states that the relative
modular class of the paltE, F) defined byg is a characteristic class, in the sense of [2] Foéquipped with the
representation defined by (6).

2. The modular class of a Lie algebroid

Themodular classMod E of a Lie algebroid E, pg), with baseM , was defined by Evens, Lu and Weinstein in [2].
It is the class of a sectiofy of E* which satisfies, foralk e I'E,

(EE, X)0QA=[x,0lE QA+ ® L xA, 1)

wherew (resp.,1) is a nowhere-vanishing section of°PE (resp.,A°PT*M). Since the definition of ¢ is insensitive
to changes in the sign of andA, we may use densities rather than formgibr 7*M is non-orientable. The section
&g is called amodular sectiorof E. It is a 1-cocycle in the Lie algebroid cohomology Bfand its class, Mod, is
independent of the choice aefandi. We list various examples.

(i) Let M be a manifold andz = T M, with anchor the identity of' M. Then Mod7T M) = 0.

(i) Let (M, ) be a Poisson manifold anfl = 7*M with anchorz? and Lie bracke{ , ],. Then the class of
Mod(T*M) is twice the modular class afM, ), as defined in [13], following the earlier definition of the
modular vector field, without a name, in [8], and its use in [1,3] and [9].

(iii) If gis a Lie algebra, both the modular clasgjafonsidered as a Lie algebroid with base a point and the modular
class of the linear Poisson manifadd are equal to thénfinitesimal modular characteg ¢ of g, which is the
linear formx — Tr(ad!) ong.

3. Relative modular classes

Let (E, pg) and (F, pr) be Lie algebroids with basgf. We recall that a vector bundle morphismE — F
is a Lie algebroid morphism (over the identity ) if and only if A®¢* is a chain map from{(I"(A®(F*), dF) to
(I'(A*(E™), dE).

Definition 3.1. For a Lie algebroid morphism: E — F, we set
Mod?(E, F) =ModE — ¢*Mod F, @)
and we call Mod (E, F) therelative modular classf (E, F) defined byep.

For Lie algebroidsA, B, C and morphismg : A — B andy: B — C, we obtain

Mod?°?(A, C) = Mod? (A, B) + ¢* Mod (B, C). (3)
Itis clear from the definition that

Mod’2 (E, T M) = Mod E, (4)

so the ‘absolute’ modular class is a special case of the relative class.

This statement was a theorem in [4], where the relative class was defined in terms of divergence operators, withou
the use of the absolute class. The proof of that theorem is related to the following argument, in which we show directly
that the relative modular class M&, F) is the characteristic class @f associated with a representation, a notion
defined in [2].

We shall first prove a lemma. L€ be a Lie algebroid and let be a section of " E. On the one hand, the
Lie derivative with respect ta of a forma € I'(A®E™) is Lfa = [iy, dEg]a, and Ef is a degree 0 derivation of
' (A®E*). On the other hand, the map+— [x, Q] from I'(A*E) to I'(A®E) is a degree O derivation df (A*E).

If feC° (M) is considered as a 0-form or a 0-vector, tl@f =(dgf,x)=pex)- f =[x, flg. Therefore these
operations extend to a unique derivationfofA® (E & E*)), which we also denote bng.
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Lemma 3.2.For x € I'E anda € I'(A*E*), the endomorphism&E, i, andiﬁfa of I'(A®E) satisfy
(L5, i) =igEq ()

Proof. If « is a O-form, the relation follows from the Leibniz rule for, ]g. Next, leta be a 1-form. Since the
derivation[LEi,] — ifEq vanishes on elements of degree 0, it is enough to prove that it vanishes on elements
of degree 1. Lety be a section of, then[ Ligl(y) = pe(x) - {a, y) — (e, [x, y]g), while IfEqY = (ﬁfa,y} =

peE(Y) - {a, x) + (dga)(x, y). By the defmmon ofdg the d|fference[[, Jig] — ifEq vanishes ory. To extend the

formula to forms of arbitrary degree, we use induction on the degree, takmg into accouiixthat iy o iq, for
formso andaq and thatCE is a degree O derivation df (A*E*). O

Theorem 3.3.Letg: E — F be a Lie algebroid morphism. SEf-F = APE @ APF* and letw ® v € I'(LE-F).
Forx e I'E, set

Df(w®v)=£fw®v+w®££xv. (6)

() The mapr — DY is a representation of on LE-F,
(i) The relative modular clagdlod? (E, F) is the characteristic class of the Lie algebrdidwith representatiorD?.

Proof. (i) We must prove that
(@) D%, =fD¢, (b)DL(flw®V)=fD{(@®V)+ (pe(x)- flwo®v, and (c)Df, ,, =D, DY1,

forall f e C*®(M), x andy € I'E. In fact, since[ f, -]z andiy, y are derivations of"(A*E) of degree—1 which
coincide on elements of degree 0 or 1, and are therefore dqualplr — flx, wlg =[fiwlg AXx =ig fo A X =
(pE(x) - Hoo. In addition,drife,v — fdpipsv =drf Nigyv = (px,dr f)v = (pg(x) - f)v, sincCepr o ¢ = pg.
Now (a) follows from these equalities. Relation (b) is clear, and (c) follows from the morphism property of

(i) We shall use relation (1) fokz and&r, and Lemma 3.2. Lett € I'(APT*M) be a volume form onv,
w e I'(APPE), andw € I' (A'°PF), both nowhere-vanishing. Thyg satisfies, for alk € I'E,

Ep.x)0@u=Llo@n+0® Lon, 7)
while & satisfies, foralk € I'E,
(@ Er X)DRU=L] DR U+B® Lpp(pr) L (8)

Let v be the section ofA'™PF* such that(w,v) = 1. By Lemma 3.2,(Lf @,v) + (@, L] v) = 0. Setting
n=&g — @*&p, we obtain, for alk € I'E,

(n,x)w@v:ﬁfw@v—i—w@ﬁng. (9)
Therefore, the sectiom of E* is a representative of the class Mgd, F). O

4. The case of Lie algebroids with twisted Poisson structures
A Lie algebroidA equipped with a bivectar € I"(A2A) and ad4-closed 3-formy e I'(A3A*) satisfying

1
Sl mla=(n 3%y, (10)

is called alie algebroid with a twisted Poisson structym@. The vector bundlet* is then a Lie algebroid with anchor
7% and Lie bracket of sections, ]« = [, 1z, @s in [11]. Such structures on general Lie algebroids were first
studied in [10]. The untwisted casg¢,= 0, is that of Poisson structures on Lie algebroids; the @&jrd*) is then a
Lie bialgebroid, which is callettiangular.
If A=TM, then(M, z, ) is called atwisted Poisson manifo]dor which see [11]. The case when= T M and
¥ = 0 is that of Poisson manifolds.
When (A, r, ¢) is a Lie algebroid with a twisted Poisson structure, we may compare two cohomology classes
of A*: the modular class Mddi*) and the modular class defined in [7] which we shall denotéfy A, =, ¥), and
whose definition we shall recall in the proof of the following theorem.
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Theorem 4.1.The cohomology class®od(A*) andfk (A, w, ¥) are related by
20k 1 (A, 7, ) = Mod™ (A*, A) = Mod(A*) — (%)*(Mod A). (11)

Proof. Let » be a nowhere-vanishing section °PA*. By Theorem 3.3, a representatiié € I" A of the relative
modular class Mddd(A*, A) satisfies, for ale € ' A*,

(@ WIA®A=[o, ALy ®A+AQ® LY, 1. (12)

Adopting the notations of [7], we sét, = [d4,i,] and Ym,, = nti ¢, and we consider the generaide= 9, +
Oy tive, of [, 1r,y, which is of square O. (Her& is an operator on forms, which vanishes on functions and
1-forms. ) Since is of top degreey satisfies the relatlohx Mry = (8a)k aAndAforalla e I'(AY).

The clas9k 1 (A, , ¢) is represented by the modular sectiopy = X ). + Yz y, WhereX ; satlsﬂesCA =
(@, X 3)A — (3za)A, andZy y ;. satisfiesdr = —iz, A (see (6.8) in [7]). Thereforéx, W)i @ 1 = (aa)x ® A+
(@ Nizy ), M) @A+ (o, Xgp)A @A — (3zo)A @ A. Sinceda — d;a = (o, Y ), We obtain

(0, WIAQ A = (o, Yy )A @ A + {0, Zr y ) A @ A+ (o, Xz p)A ® A,
whenceW =2Z; y . O

It was proved in [7] thabg (A, 7, ¥) is the characteristic class of the Lie algebrditiwith representatio®? in
AP(A*), whereDI 1 = —a A 3. Itis easy to show thab™ (A ® 1) = DA ® A+ A ® D2, i.e., D™ is the ‘square’
of D?. This remark leads to an alternate proof of Theorem 4.1.

Define themodular class of a twisted Poisson manif@id, , ) to bebg (T M, x, y). Applying Theorem 4.1
to A = T M we recover the following result of [7].

Corollary 4.2. Let (M, =, ¥) be a twisted Poisson manifold. Thef ; (T M, x, ) = Mod(T*M).

When bothA = TM andy = 0, the clas®x ;. (T M, 7, ) reduces to the modular class of the Poisson manifold
(M, ). Thus, this corollary generalizes to the twisted case the property of the modular class of a Poisson manifold
that we recalled in Section 2.

5. The case of Lie algebras

If « andb are Lie algebras, they can be considered as Lie algebroids with base a point. Thus—f b is
a homomorphism of Lie algebras, Mb@, b) is a class in the Lie algebroid cohomology obf degree 1, i.e., a
1-cocycle ina*.

Whenp is a Lie subalgebra of andy is the canonical injection, then Mod(h, g) = x9 — *(x9). WhenH is
a connected closed Lie subgroup with Lie algebraf a connected Lie groug with Lie algebrag, the vanishing
of the relative modular class Mbd, g) is necessary and sufficient for the existence @ -ivariant measure on
the homogeneous spac¥ H. This follows from the fact, proved in [12], that there exist§& dnvariant measure on
G/H ifand only if A# — *AC =0, whereA® (resp.,A) is the modular function o (resp.,H), and the relation
Det(AdeXptx) =exptx?(x)).
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