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Résumé

Dans cette Note on donne des résultats nouveaux d’existence, d’unicité et de régularité maximale des solutions stricte
taines équations différentielles complètes du second ordre de type elliptique lorsque le second membref est holdérien. L’approch
utilisée ici généralise celle de S.G. Krein.Pour citer cet article : A. Favini et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Unified study of elliptic problems in Hölder spaces.In this Note we give new results of existence, uniqueness and ma
regularity of the strict solutions for some complete abstract second order differential equations of elliptic type when the
memberf is Hölderian. The approach used here generalizes that given in S.G. Krein.To cite this article: A. Favini et al., C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let us consider the boundary value problem{
u′′(x) + 2Bu′(x) + Au(x) = f (x), x ∈ (0,1),

u(0) = u0, u(1) = u1.
(P)

Here,f ∈ Cθ([0,1];X), 0< θ < 1,X being a complex Banach space,u0, u1 are given elements ofD(A), the domain
of A, A andB are two closed linear operators inX.

We seek for a strict solution to (P), i.e., a functionu such that

u ∈ C2([0,1];X) ∩ C
([0,1];D(A)

)
, u′ ∈ C

([0,1];D(B)
)
,

and satisfying (P).
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h7tanabe@jttk.zaq.ne.jp (H. Tanabe), yagi@ap.eng.osaka-u.ac.jp (A. Yagi).
1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.09.011
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Our main goal is to give an alternative approach with respect to recent results due to El Haial and Labba
to improve the main result by Favini, Labbas, Tanabe, Yagi [3]. To this end we assume that

H1 B2 − A is a linear closed densely defined operator inX and for anyλ � 0

(λI + B2 − A)−1 ∈ L(X) and
∥∥(λI + B2 − A)−1

∥∥
L(X)

� C/(1+ λ),

(this implies that−(B2 − A)1/2 is the infinitesimal generator of an analytic semigroup inX),
H2 D(A) ⊆ D(B2), D((B2 − A)1/2) ⊆ D(B), D(BA) ⊂ D(B3),
H3 ∀y ∈ D(B) B(B2 − A)−1y = (B2 − A)−1By,
H4 A is boundedly invertible,
H5 ±B − (B2 − A)1/2 generates an analytic semigroup onX.

Our main results are the following

Theorem 0.1.If H1–H5hold, then for allf ∈ Cθ([0,1];X), 0 < θ < 1 and anyu0, u1 ∈ D(A), problem(P) has a
unique strict solution on[0,1].

Theorem 0.2.If H1–H5hold, then for allf ∈ Cθ([0,1];X), 0< θ < 1 andu0, u1 ∈ D(A) satisfying

f (i),Aui ∈ D−(B2−A)(θ/2,∞), i = 0,1,

the unique strict solutionu to problem (P) has the maximal regularity property

u′′,Bu′,Au ∈ Cθ
([0,1];X)

.

Here, according to Grisvard [4],ϕ belongs to the real interpolation spaceD−(B2−A)(θ/2,∞) if and only if

sup
r>0

rθ/2
∥∥(B2 − A)(rI + B2 − A)−1ϕ

∥∥
X

< ∞.

The proofs use the following representation

u(x) = T0(x)ξ0 + T1(1− x)ξ1 − 1

2

x∫
0

T0(x − s)(B2 − A)−1/2f (s)ds − 1

2

1∫
x

T1(s − x)(B2 − A)−1/2f (s)ds,

where(T0(x))x�0 and(T1(x))x�0 are the analytic semigroups generated by

−B − (B2 − A)1/2 and B − (B2 − A)1/2

andξ0, ξ1 are some appropriated elements inX defined in (4).

1. Introduction et hypothèses

On considère le problème{
u′′(x) + 2Bu′(x) + Au(x) = f (x), x ∈ (0,1),

u(0) = u0, u(1) = u1,
(P)

oùf ∈ Cθ([0,1];X), 0< θ < 1,X étant un espace de Banach complexe,A etB sont deux opérateurs linéaires ferm
dansX etu0, u1 sont des éléments donnés dansD(A), le domaine deA.

On cherche une solution stricte de (P), i.e., une fonctionu telle que

u ∈ C2([0,1];X) ∩ C
([0,1];D(A)

)
, u′ ∈ C

([0,1];D(B)
)
,

et satisfaisant (P). Nos résultats sont établis sous les hypothèses suivantes
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roblème.
H1 B2 − A est un opérateur linéaire fermé densément défini dansX et pour toutλ � 0

(λI + B2 − A)−1 ∈ L(X) et
∥∥(λI + B2 − A)−1

∥∥
L(X)

� C/(1+ λ),

(ce qui implique que−(B2 − A)1/2 est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique),
H2 D(A) ⊆ D(B2), D((B2 − A)1/2) ⊆ D(B), D(BA) ⊂ D(B3),
H3 ∀y ∈ D(B) B(B2 − A)−1y = (B2 − A)−1By,
H4 A admet un inverse dansL(X),
H5 ±B − (B2 − A)1/2 génèrent des semi-groupes analytiques.

Théorème 1.1. Soientf ∈ Cθ([0,1];X), 0 < θ < 1 et u0, u1 ∈ D(A). Sous les hypothèsesH1–H5, le problème(P)
a une unique solution stricteu sur [0,1].

Théorème 1.2.Soientf ∈ Cθ([0,1];X), 0< θ < 1, u0, u1 ∈ D(A) vérifiant

f (i),Aui ∈ D−(B2−A)(θ/2,∞), i = 0,1. (1)

Sous les hypothèsesH1–H5, l’unique solution stricteu du problème(P) a la propriété de régularité maximale

u′′,Bu′,Au ∈ Cθ
([0,1];X)

.

Ici, selon Grisvard [4],ϕ est dans l’espace d’interpolation réelleD−(B2−A)(θ/2,∞) si et seulement si

sup
r>0

rθ/2
∥∥(B2 − A)(rI + B2 − A)−1ϕ

∥∥
X

< ∞.

On donne dans ce travail une approche directe du problème (P), étendant au casB �= 0, le travail de Krein [5],
pp. 249–270. L’approche est différente de celle utilisée par El Haial and Labbas [2] pour résoudre le même p
Les résultats obtenus généralisent ceux de Favini, Labbas, Tanabe, Yagi [3].

2. Démonstration des théorèmes

On suppose H1–H5. On montre alors les propriétés suivantes :

Lemme 2.1.

(i) Pour touty ∈ D(B)

(B2 − A)−1/2y ∈ D(B) et B(B2 − A)−1/2y = (B2 − A)−1/2By.

(ii) Pour touty ∈ D(A)

A(B2 − A)−1/2y = (B2 − A)−1/2Ay et B(B2 − A)1/2y = (B2 − A)1/2By.

(iii) Pour touty ∈ D((B2 − A)1/2)

A−1(B2 − A)1/2y = (B2 − A)1/2A−1y.

(iv) Pour touty ∈ D((B2 − A)1/2) et toutz ∈ ρ(∓B − (B2 − A)1/2)(
zI ± B + (B2 − A)1/2)−1

(B2 − A)1/2y = (B2 − A)1/2(zI ± B + (B2 − A)1/2)−1
y,

(v) B ± (B2 − A)1/2A admet un inverse dansL(X) et(
B ∓ (B2 − A)1/2)−1 = (

B ± (B2 − A)1/2)A−1.

On cherche ensuite une solution particulièreu de l’équation

u′′(x) + 2Bu′(x) + Au(x) = f (x), x ∈ (0,1), (2)
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u(x) = −1

2

x∫
0

T0(x − s)(B2 − A)−1/2f (s)ds − 1

2

1∫
x

T1(s − x)(B2 − A)−1/2f (s)ds,

pour 0� x � 1, oùT0(x) etT1(x) sont les semi-groupes analytiques engendrés respectivement par−B− (B2 −A)1/2

etB− (B2 − A)1/2. On obtientū ∈ C1([0,1];X) et

ū′(x) = 1

2

(
B + (B2 − A)1/2)(B2 − A)−1/2

x∫
0

T0(x − s)f (s)ds

+ 1

2

(
B − (B2 − A)1/2)(B2 − A)−1/2

1∫
x

T1(s − x)f (s)ds.

Utilisant le fait quef ∈ Cθ([0,1];X), les propriétés citées dans le lemme ci-dessus et l’analyticité des semi-g
T0(x) etT1(x), on obtient d’une part̄u(0), ū(1) ∈ D(A) et d’autre part̄u′′,Bū′,Aū ∈ C([0,1];X). Ainsi ū est solution
stricte de (2).

On considère maintenant le problème{
v′′(x) + 2Bv′(x) + Av(x) = 0, x ∈ [0,1],
v(0) = x0, v(1) = x1,

(3)

oùx0 = u0 − ū(0) ∈ D(A), x1 = u1 − ū(1) ∈ D(A). Alors (3) a une unique solution̄̄u donnée par

¯̄u(x) = T0(x)ξ0 + T1(1− x)ξ1,

avec

ξ0 = (I − Z)−1(x0 − T1(1)x1
)
, ξ1 = (I − Z)−1(x1 − T0(1)x0

)
et Z = e−2(B2−A)1/2

. (4)

Notons que, puisque l’ensemble résolvantρ(−(B2 − A)1/2) contient l’axe imaginaire,I − Z a un inverse born
(voir Lunardi [6], p. 60).

On achève la démonstration du Théorème 1.1 en remarquant queu = ū + ¯̄u est l’unique solution stricte du pro
blème (P).

La régularité maximale annoncée dans le Théorème 1.2, s’obtient grâce à une analyse fine des représe
Au(x),Bu′(x). On utilise, entre autres, le fait quef ∈ Cθ([0,1];X), l’hypothèse (1) et les techniques de Sinest
[8] utilisées dans l’étude d’un problème de Cauchy abstrait.

3. Exemples

Exemple 1.(Conditions aux limites périodiques) SoitX = L2(0,1) et l’opérateurT : D(T ) ⊂ X → X défini par

D(T ) = {
ψ ∈ H 1(0,1): ψ(0) = ψ(1)

}
, T ψ = iψ ′.

T est autoadjoint et son spectre estσ(T ) = 2πZ, (voir [7], p. 75), de sorte queT 2 est autoadjoint positif. On considè
alorsB = −iT etA défini par

D(A) = D(T 2), Aψ = (−2T 2 − aI)ψ = 2ψ ′′ − aψ,

(oùa > 0). On montre que les hypothèses H1–H5 sont vérifiées et on peut donc résoudre le problème aux lim


∂2u

∂x2
(x, y) + 2

∂2u

∂x∂y
(x, y) + 2

∂2u

∂y2
(x, y) − au(x, y) = f (x, y), (x, y) ∈ (0,1) × (0,1),

u(0, y) = u0(y), u(1, y) = u1(y), 0< y < 1,

u(x,0) = u(x,1), 0< x < 1,

∂u
(x,0) = ∂u

(x,1), 0< x < 1,

∂y ∂y



A. Favini et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005) 485–490 489

se de

si-

-

s s’appli-

-

36.
dès queu0, u1 ∈ D(A) etf ∈ Cθ([0,1];L2(0,1)). La régularité maximale de la solution est obtenue si on suppo
plus (1).

Exemple 2.(Opérateurs paraboliques dégénérés) Soita ∈ C1([0,1]) une fonction à valeurs réelles, strictement po
tive sur(0,1), aveca(0) = a(1) = 0. On considère l’opérateur différentiel

T ψ = d

dy

(
a

dψ

dy

)
, ψ ∈ D(T ),

où

D(T ) = {
ψ ∈ L2(0,1): ψ est localement absolument continue dans(0,1) etaψ ′ ∈ H 1

0 (0,1)
}
,

T est autoadjoint et générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique d’angleπ/2 (voir [1], Lemma 2.7 et Theo
rem 2.8). AlorsA etB définis par{

D(B) = D(T ), B = iT ,

D(A) = D(T 2), A = −αT 2 − cI

(oùα > 1 etc > 0) satisfont aux hypothèses H1–H5 et l’on peut résoudre le problème aux limites


∂2u

∂x2
(x, y) + 2i

∂

∂y

(
a(y)

∂2u

∂x∂y
(x, y)

)
− α

∂

∂y

(
a(y)

∂2

∂y2

(
a(y)

∂u

∂y
(x, y)

))
−cu(x, y) = f (x, y), (x, y) ∈ (0,1) × (0,1),

u(0, y) = u0(y), u(1, y) = u1(y), 0< y < 1,(
a
∂u

∂y

)
(x,0) =

(
a
∂u

∂y

)
(x,1) = 0, 0< x < 1,

(
a

∂2

∂y2

(
a
∂u

∂y

))
(x,0) =

(
a

∂2

∂y2

(
a
∂u

∂y

))
(x,1) = 0, 0< x < 1,

dès queu0, u1 ∈ D(A) etf ∈ Cθ([0,1];L2(0,1)).

Exemple 3.SoitB le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique borné tel que 0∈ ρ(B).
PrenonsA = bB2, oùb < 0. Alors

±B − (B2 − A)1/2 = ±B + (1− b)1/2B = (
(1− b)1/2 ± 1

)
B

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique. Puisque H1–H5 sont ici vérifiées, nos théorème
quent.

Comme exemple, considéronsX = Lp(Ω), 1< p < ∞, oùΩ est un domaine bornéRn, n � 1, à frontière régu
lière,A etB définis parB = � etA = b�2, b < 0, avec{

D(A) = {
u ∈ W4(Ω): u|∂Ω = �u|∂Ω = 0

}
, A = b�2, b < 0,

D(B) = W2,p(Ω) ∩ W
1,p

0 (Ω), B = �.

On peut alors résoudre le problème


∂2u

∂x2
(x, y) + 2�

∂u

∂x
(x, y) + b�2u(x, y) = f (x, y), (x, y) ∈ (0,1) × Ω,

u(0, y) = u0(y), u(1, y) = u1(y), y ∈ Ω,

u(x, y) = �u(x, y) = 0, (x, y) ∈ (0,1) × ∂Ω,

dès queu0, u1 ∈ D(A) etf ∈ Cθ([0,1];Lp(Ω)).
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