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Résumé

Dans cette Note on donne des résultats nouveaux d'existence, d’unicité et de régularité maximale des solutions strictes pour ce
taines équations différentielles complétes du second ordre de type elliptique lorsque le second frestboddérien. L'approche
utilisée ici généralise celle de S.G. Krelpour citer cet article: A. Favini et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abstract

Unified study of elliptic problems in Hélder spaces.n this Note we give new results of existence, uniqueness and maximal
regularity of the strict solutions for some complete abstract second order differential equations of elliptic type when the second
memberf is Hélderian. The approach used here generalizes that given in S.G. Koaiite this article: A. Favini et al., C. R.

Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let us consider the boundary value problem

u”(x) + 2Bu'(x) + Au(x) = f(x), x€(0,1), ®)
u(0)=ug, u(l)=us.

Here, f € C?([0, 1]; X), 0< 6 < 1, X being a complex Banach spaae, «1 are given elements dd(A), the domain
of A, A andB are two closed linear operatorsih
We seek for a strict solution to (P), i.e., a functiosuch that

u € C%([0,1]; X) N C([0,1]; D(A)), ' €C([0,1]; D(B)),
and satisfying (P).
Adresses e-mailfavini@dm.unibo.it (A. Favini), rabah.labbas@univ-lehafrréR. Labbas), stephane.maingot@univ-lehavre.fr (S. Maingot),
h7tanabe@jttk.zaq.ne.jp (H. Tanabe), yagi@ap.eng.osaka-u.ac.jp (A. Yagi).
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Our main goal is to give an alternative approach with respect to recent results due to El Haial and Labbas [2] an
to improve the main result by Favini, Labbas, Tanabe, Yagi [3]. To this end we assume that

H1 B2 — Ais alinear closed densely defined operatoKiand for any > 0

(A +B?>—A)teLX) and |+ B%— A)—l\}L(X) <C/(A+2),

(this implies that- (B2 — A)Y? is the infinitesimal generator of an analytic semigrougin
H2 D(A) € D(B?), D((B?— A)Y?) € D(B), D(BA) C D(B),
H3 Vy e D(B) B(B2— A)~1y = (B2 — A)~1By,
H4 A is boundedly invertible,
H5 +B — (B2 — A)1/2 generates an analytic semigroupn

Our main results are the following

Theorem 0.1.1f H1-H5hold, then for all f € C?([0, 1]; X), 0 < 6 < 1 and anyug, u1 € D(A), problem(P) has a
unique strict solution offi0, 1].
Theorem 0.2.I1f H1-H5hold, then for allf € C?([0, 1]; X), 0 < 6 < 1 andug, u1 € D(A) satisfying
f(l), Aui ED_(BZ_A)(G/Z, OO), l:O, 1,
the unique strict solution to problem (P) has the maximal regularity property

u”, Bu', Au € C?([0, 1]; X).

Here, according to Grisvard [44, belongs to the real interpolation spabe g2_ 4)(0/2, oo) if and only if

supr?2| (B2 — A)(rl + B? — A) g ||, < oo

r>0

The proofs use the following representation

X 1
1 1
() = To)to + Ti(~ )81~ 5 / To(x =) (B2 = AY M2 f(s)ds — / Ta(s — x)(B2 — A)"Y2f(s)ds,
0 x
where(To(x))x>0 and(7T1(x)), >0 are the analytic semigroups generated by
—B—(B>-A)Y? and B- (B?-A)Y?

andé&o, &1 are some appropriated elementsdrdefined in (4).
1. Introduction et hypothéses

On considére le probléeme

u”(x) +2Bu’(x) + Au(x) = f(x), x¢€(0,1), P)
u(0) =uo, u(d)=u,

ol f e C?([0,1]; X), 0< 6 < 1, X étant un espace de Banach complexef B sont deux opérateurs linéaires fermés
dansX etug, uy sont des éléments donnés ddnsd), le domaine ded.
On cherche une solution stricte de (P), i.e., une fonatitelle que

u e C3([0,1]; X) N C([0,1]; D(A)),  u'eC([0,1]; D(B)),

et satisfaisant (P). Nos résultats sont établis sous les hypotheses suivantes
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H1 B2 — A estun opérateur linéaire fermé densément défini daespour tout. > 0

W +B2—A)"teL(X) et |+ B2- A)_1||L(X) <C/(A+1),

(ce qui implique que-(B2 — A)Y/2 est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique),
H2 D(A) € D(B?), D((B?— A)Y/?) € D(B), D(BA) C D(B?),
H3 Vy e D(B) B(B%— A)~1y = (B2 — A)~1By,
H4 A admet un inverse dads(X),
H5 +B — (B% — A)Y/2 générent des semi-groupes analytiques.

Théoréme 1.1. Soientf € C?([0, 1]; X), 0 < 6 < 1 etug, uy € D(A). Sous les hypothésed—H5, le problémeP)
a une unigue solution stricte sur [0, 1].
Théoréme 1.2.Soientf € C?([0, 1]; X), 0 < 6 < 1, ug, uy € D(A) vérifiant

fG), Auj € D_p2_4)(0/2,00), i=0,1. 1)
Sous les hypotheskd —H5, I'unique solution stricte: du problemdP) a la propriété de régularité maximale

u”, Bu', Au e C°([0, 1]; X).

Ici, selon Grisvard [4]p est dans I'espace d'interpolation réelde z2_4,(6/2, o0) si et seulement si

supr?2| (B2 — A)(rI + B? — A) g, < co.

r>0

On donne dans ce travail une approche directe du probléme (P), étendant Butc@sle travail de Krein [5],
pp. 249-270. L'approche est différente de celle utilisée par El Haial and Labbas [2] pour résoudre le méme probléme
Les résultats obtenus généralisent ceux de Favini, Labbas, Tanabe, Yagi [3].

2. Démonstration des théorémes
On suppose H1-H5. On montre alors les propriétés suivantes :
Lemme 2.1.
(i) Pourtouty € D(B)
(B?— A" Y%y eDB) et BB>—A)Y%y=(B?— A)Y?By.
(ii) Pourtouty € D(A)
AB?— A Y2y =(B?— A)"Y?Ay et B(B?— A)Y?y=(B%— A)Y?By.
(iii) Pour touty € D((B? — A)Y/?)
A~L(B2 = A2y = (B2 — A)M2A Ly
(iv) Pourtouty € D((B%— A)Y2) ettoutz € p(FB — (B2 — A)1/?)
(21 + B + (B> — A)Y?) 71 (B2 — A)Y2y = (B> — A)Y2(21 + B+ (B2 — A)Y?) 7y,
(v) B+ (B%— A)Y2A admet un inverse darfs(X) et
(BF (B> — AV = (B+ (B2 — AV AL,
On cherche ensuite une solution particulizrée I'équation

u”(x) 4+ 2Bu'(x) + Au(x) = f(x), xe€(0,1), (2)
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en posant
x 1
ii(x) = —% / To(x —5)(B® = A) "2 f(s)ds — %/ Ti(s —x)(B> = A) ™72 f(s) ds,
0 X
pour 0< x < 1, olTp(x) etT1(x) sont les semi-groupes analytiques engendrés respectivemenBparB? — A)1/?
et B— (B2 — A)Y/2. On obtienti € C1([0, 1]; X) et
Juﬁz;B+aﬂ—AW5w2—m4ﬂ/ﬁax—gﬂﬂm

0
1

(B—«BZ—AﬂﬂyB?—ArU{/Tuy—mfu)m.

X

+

NI =

Utilisant le fait quef e C?([0, 1]; X), les propriétés citées dans le lemme ci-dessus et I'analyticité des semi-groupes
To(x) etT1(x), on obtient d’une paii(0), (1) € D(A) etd’autre parkz”, Bu', Au € C([0, 1]; X). Ainsi i est solution
stricte de (2).

On considére maintenant le probléme

v/ (x) +2Bv'(x) + Av(x) =0, x€]0,1], 3)
v(0) =x0, v(1)=ux1,
olxg=ug —i(0) € D(A), x1 = u1 — ii(1) € D(A). Alors (3) a une unique solutiandonnée par
i(x) = To(x)é0 + T1(1 — x)&x,
avec
fo=( -2 vo—TaWx1), &= —2) " (x1—To(Lxo) et Z=e 2B~ (4)

Notons que, puisque I'ensemble résolvart (B2 — A)Y/2) contient I'axe imaginaire] — Z a un inverse borné
(voir Lunardi [6], p. 60).

On achéve la démonstration du Théoréme 1.1 en remarquant gue+ u est 'unique solution stricte du pro-
bleme (P).

La régularité maximale annoncée dans le Théoreme 1.2, s'obtient grace a une analyse fine des représentations
Au(x), Bu'(x). On utilise, entre autres, le fait qyee C?([0, 1]; X), 'nypothése (1) et les techniques de Sinestrari
[8] utilisées dans I'étude d’'un probléme de Cauchy abstrait.

3. Exemples

Exemple 1.(Conditions aux limites périodiqueSoit X = L2(0, 1) et I'opérateurT: D(T) C X — X défini par
D) ={y e H O, ): (O =y@D)}, Ty=iy'
T est autoadjoint et son spectre e$1') = 27 Z, (voir [7], p. 75), de sorte quE? est autoadjoint positif. On considére
alorsB = —iT et A défini par
D(A)=D(T?, Ay =(-2T?—al)y =2y" —ay,
(oua > 0). On montre que les hypothéses H1-H5 sont vérifiées et on peut donc résoudre le probléme aux limites
3%u 3%u 3%u
ﬁ(%)’)"‘z (an)+27(an)_a”(x,Y):f(x»)’), (-xﬂy)e(oﬂl)x(ovl)v
X dxady ay
”(0»)’)2“0()’)’ “(1,)’)2141()’)» 0<y<1’
u(x,0)=u(x,1), O<x<l1,

9 9
Moo= 1, 0<x<1,
dy dy
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dés querg, u1 € D(A) et f € C?([0, 1]; L2(0, 1)). La régularité maximale de la solution est obtenue si on suppose de
plus (1).

Exemple 2.(Opérateurs paraboliques dégénéré&mita € C1([0, 1]) une fonction a valeurs réelles, strictement posi-
tive sur(0, 1), aveca(0) = a(1) = 0. On considére I'opérateur différentiel

_d/dy
Tl/f_$<a®>, v e D(T),

ou
D(T) = {y € L*(0, 1): ¥ est localement absolument continue debisl) etay’ € H3(0, 1)},

T est autoadjoint et générateur infinitésimal d’'un semi-groupe analytique d'apglévoir [1], Lemma 2.7 et Theo-
rem 2.8). AlorsA et B définis par

D(B)=D(T), B=iT,
D(A)=D(T?, A=—aT?—cI

(oua > 1 etc > 0) satisfont aux hypothéses H1-H5 et I'on peut résoudre le probléme aux limites
O 422 (000 Z ) — 0l (a) L (a ) P e
—(x, —la(y)—— (&, —a—|a(y)—(aly) —(x,
9x2 Y ay Y 0xdy Y ay Y 9y?2 Y ay Y
_Cu(x,)’):f(x,)’), (x’y)e(ovl)x(ovl)’
u©,y)=uo(y), u(l,y)=ui(y), O<y<l,

0 0
a—u (x,0) = a—u x,)=0, O<x<l,
dy dy

32 ( du 32 ( du
(aa—yz<a5)>(x,0)=(am(a5>>(x,l)=0, 0<x<1,

dés querg, u1 € D(A) et f € C?([0, 1]; L%(0, 1)).

Exemple 3.Soit B le générateur infinitésimal d’'un semi-groupe analytique borné tel gue(@).
PrenonsA = bB?, oub < 0. Alors

+B— (B?— AY2 =B+ (1-bp)Y?B=(1-»Y?+1)B

est le générateur infinitésimal d’'un semi-groupe analytique. Puisque H1-H5 sont ici vérifiées, nos théoremes s’appli
quent.

Comme exemple, considérois= L?”(£2), 1 < p < 0o, 0U £2 est un domaine born&”, n > 1, a frontiére régu-
liere, A et B définis parB = A et A =bA? b <0, avec

D(A) = {u e WH2): upe = Aujye =0}, A=bA% b <0,
D(B)=W2P(2)NWy"(2), B=A.
On peut alors résoudre le probleme

92u

0
T+ 2A£(x, V) +bAZu(x,y) = f(x,y), (x,y)€©1) x 2,

u@©,y)=uo(y), u(l,y)=ui(y), yes,
u(x,y)=Au(x,y)=0, (x,y)e(0,1) x0as2,

dés querg, u1 € D(A) et f € C?([0, 1]; L? (£2)).
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