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Résumé
On donne une description compléte du radical unipotent du groupe de Galois d'un opérateur différentieldeltyds,,
ou Ly, La, Ly sont completement réductibles. On traite d’abord le cas d’un radical unipotent abélien; on montre ensuite

comment y ramener le cas généRadur citer cet article: C. Hardouin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Computing the Galois group of a product of three completely reducible operators. In this Note, we give a complete
description of the unipotent radical of the differential Galois group of an operator of thelfgriry Ly whereLx, L4, Ly
are completely reducible. We start with the case where this group has an Abelian unipotent radical; we then show how one can
reduce the general case to the above cEseite thisarticle: C. Hardouin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soient(K, ) un corps différentiel de caractéristique nulle, de corps des const@nédgébriquement clos,
K une extension de Picard—\Vessiot universellkdet Dx = K[9] I'anneau des opérateurs différentiels a coeffi-
cients dan<. _

Si M est I'espace des solutions dakisd’'une équation différentielle linéaire a coefficients d&hson désigne
par Ly le générateur unitaire de son annulateur dags par M le Dx-module HomtDk /D Lu, K), par Ky
(ou Kp,,) I'extension de Picard—Vessiot dey dansk et parGy = Gal(Ky/K) le groupe de Galois différentiel
de I'extensionk ; /K, aussi appelé le groupe de Galois&t
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Dans le cas d'un opérateur différentie}; = LyL Ly avecLy, L4, Ly complétement réductibles;,, est
muni d’une filtration a trois cransWo(M) = Gal(K;/K), W_1(M) = Gal(K /K x.K 4.Ky) (qui coincide avec
le radical unipotenr, (M) deG ), W_o(M) =Gal(Kpy /Kry1,-KL,1,). On note aussbro = Wo/ W_1,Gr_1 =
W_1/W_» la graduation d&5,; correspondante.

L'étude du groupe de Galois d’un produit de deux opérateurs complétement réductibles, menée par Berman e
Singer dans [1], permet de calculer le quoti@nt 1. Le calcul der,, (M) se raméne donc a celui &é_»(M). Dans
ce cadre, il est nécessaire d’introduire une nouvelle structure prolongeant celle des extengignmddules.
Plus précisément, on se placera dans I'ensemble EitdanM>) des extensions panachék$, attachées par

Grothendieck [4] a deux extensions simplet;, M. Par définition, une telle extension panachée s'inscrit dans
un diagramme du type suivant.

0 0

0 Ve My T4 0(2)
J I

0— =Yt Mo—Z= M o)
o L
X X
0 0
(I 2)

On fixe désormaid’, A, ) trois modules semi-simples et on néteY, A, )) I'ensemble des extensions panachées
construites suft, A, Y. Son sous-ensemble Extpavi1, M2) est muni d’'une structure de torseur sous le groupe
Extg (X, Y) des classes d’'isomorphismes d’extensiong’dear ), dans la catégorie d€3x -modules. PouMg
dans ExtpaoM1, M>), et dans Exk (X, )), on noteMg x U le translaté deVi parif.

Théoréme 1.1. Soit M une extension panachée sur g -modules semi-simpleg, A, V.

(i) Sile radical unipotent du groupe de Galdiky, est abélien, il existe une extensigp de X' par ) telle que
le groupe de Galois deéVg * Zp ait un W_j trivial ; de plusR,(Zp) s'identifie, pour une telle extension, a
W_2(Mo). L

(i) Dans le cas général, saif le groupe dérivé d&/_1(Mp). |l existe une extension panach&éy dans€ (X x A,
Y, A) et un sous-groupe vectori®él de Gr_;(Mp) entierement calculables, tels qazy;, ait un radical uni-

potent abélien, Gr1(Mo) = Gr_1(Mo)/V, Gro(Mo) = Gro(Mo) et W_o(Mg) ~ (W_2(Mo)/U) x V.

La combinaison de ces deux assertions (dont la preuve fait I'objet des Sections 2 et 3 respectivement) fournit
une description complét®/_»(Mp). Elle généralise les résultats de [3], Aliet Y étaient supposés triviaux, et

permet d’exprimer en terme dDg-module Mg lui-méme le calcul deR, (G ) que fournit I'algorithme général
de Hrushovski [5].
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2. Calcul de W_, dansle casd’un radical unipotent abélien

On considere ici une extension panachée dans€ (X', A, V) deradical unipotent abélienOn renvoie a [2]
pour la description de I'isomorphisme entre k&, )V) et le groupe de cohomologi#! (Gal(K /K), Hom(X, Y)),
qui parameétre les classes d’'isomorphismes d’extensions d& G&)-modules deX parY. Ainsi, étant donnée
une extensiod de X’ par)’, on notera; g un cocycle représentant I'extension d&n%(Gal(I?/K), Hom(X, Y))).
On aalors:

Lemme 2.1. Il existe un morphisme de groupes inje¢ti= ¢ (Mo) : W_2(Mp) — Hom(X, Y) et des représentants
1, ¢ des éléments déxtg (Mo, V), Extg (X, M1) que définitM tels que

(i) L'action de Gi est donnée, pour tout, og) dansW_» x Grg, par: ¢ (o) = (o) o P, Gi(o)=io¢(o) et

¢ (o000~ 1) = 00t (0007t ;

(if) pour toute extensio® de X' par ) telle queK z soit contenue dank y,, il existe un représentargt; de Z
dont la restriction aw_» vérifie: ¢ (Mg * Z) = ¢ (Mp) + ¢7.

2.1. Démonstration du Théoréme 1.1(i)

2.1.1. Isolement diW_; de I'extension panachée

Soits une section d€2) en tant que suite exacte @8y, . K y,[d]-modules. Considérant le pullback de (1) par
on obtient une extensiof de X’ par), en tant quek . Ky, [3]-modules, entiérement soluble dakig;, et qui
vérifie :

Lemme 2.2. Le groupeGal(K5 Ky, . Km,/Ku,.Ku,) coincide avedV_»(Mp).

2.1.2. Descente de I'extensiGha Ky.K4.Ky
Puisque le radical unipotent de I'extension panachég est abélien, il est muni d’'une structure naturelle de
Grop-module. On peut donc voir

0 Woo——=W_1—>W_1/W_——>0

comme une suite exacte Ggg-modules. Le group6rg étant par hypothése réductif, cette suite exacte se scinde et
I'on noter une rétraction dév_, vers W_», morphisme dé&ro-modules. Pour tout dansW_1, posons; (o) :=
{5(r(0)). Le cocyclez définit un élément de41(W_1, Hom(X, Y)), auquel il correspond par équivalence de
catégorie un module différentiél, extension det par) , défini surKx.K 4.Ky. De plus, 'image dév_; par le
cocycles dans HoniX, Y) est I'image deW_, (puisquer est une rétraction), de sorte qRg(Z) = W_»(Mp).

2.1.3. Descente de I'extensidghau corps de bas&
Considérons la suite exacte de groupes suivante :

0 W_1—2> Wo—2>Gry 0

Elle induit une suite exacte longue d’inflation-restriction en cohomologie (cf. [6]). L'actioW dg étant triviale

sur Hom(X, Y) et la réductivité deSrg entrainant la nullité des groupes de cohomoldgiiéGro, Hom(X, Y)) et
H2(Grp, Hom(X, Y)), cette suite d'inflation-restriction fournit un isomorphisgh@ntre H1(Wo, Hom(X, Y)) et
HY(W_1,Hom(X, Y))C". Or, d’aprés le Lemme 2.1, le cocydieest stable sous I'action d&rg. Il lui correspond
donc par 'isomorphisme un élément ded1(Wo, Hom(X, Y)). L'équivalence de catégories entre représentations
de Wy et équations différentielles a coefficients dahsattache a ce dernier une extensiBrde X’ par Y défi-

nie surk, telle queZ = Z®x Kx.Ky.K 4. En considérant 'opposégg de Z dans Exk (X, )), on déduit du
Lemme 2.2 que le groupe de Galois ¢y * Zp a unW_5 trivial. De plusR, (Zg) >~ R,(Z) = W_2(Mp), ce qui
termine la démonstration du Théoréme 1.1(i).
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3. Abdianisation du radical unipotent

Partant d’une extension panachée quelcontitiedanse (X', A, V), on va lui associer une extension panachée
sur les trois objets semi-simple$ x X', A, ), dont le radical unipotent est abélien et conti@to(Mp). Sans
perte de généralité (cf. [1]) on peut supposer que le moduést de rang 1 et trivial. Comm@&_, est abélien,
le groupe dérivd/ = [W_1, W_1] ne dépend que d&_;/ W_, et est donc effectivement calculable. Son image
dans HongX, Y) ~ Y est un sous¥p-module et correspond ainsi a un sddg-module)» de ). La compléte
réductibilité du moduley, assure I'existence d’'une rétraction t -modulesp, de Y sur )». On notep; la
projection naturelle d& sur)/Y> := ).

Soit donc.Mg une extension panachée stir= (K, d), ), A, pour laquelle on reprend les notations du dia-
gramme de la Section 1. En poussant la suite exdgtpar p1, on obtient un modulé\g 1 dans Ext(M>, M)

De méme, I'image directe de la suite exatig par p1 (resp.p2), fournit une extension dgl par Y1( resp.)5)
notéeMy 1 (resp.Mi ).

Lemme 3.1. Le groupe de Galois d& y, Sur Ky, ,.Kum, , €st le groupe derivé/ de W_j.

En d’autres termes, I'extensiol,,.Ku,, est I'extension abélienne maximale d&¢.Ky.K4 contenue
dans Ku,. Considérons le modulé g := Mo1 x Mz 2. Il est naturellement muni d’'une structure d’exten-
sion panachée sur les objetsx A, A, Y et W_1(My) est I'abélianiséW_1(Mg)/U de W_1(Mp). Soit de plus
V =Gal(K . Kum,/Kum,- Ky ,-Ky,) - il estisomorphe a un sous-groupe, effectivement calculable (au sens de [1],
Lemme 2.8) du group®_1/ W_,. Dans ces conditions, on &5r_1(Mg) = Gr_1(Mg)/V, Gro(Mg) = Gro(Mo)
et W_o(Mp) ~ (W_2(Mp)/U) x V. La connaissance d&_»(Mp) déduite de I'étude du Paragraphe 2 fournit
alors une description compléte #é_,(Mo), de la formeW_»(Mg) ~ U x (W_2(Mg)/ V).
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