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Résumé

Nous montrons une borne pour la régularité de Castelnuovo—Mumford d'un idéal hombgEone anneau de poly-
ndmesA en termes du nombre de variables et des degrés des générateurs dans le cas ou la dimdngi@stdau plus
deux. Cette borne améliore celle obtenue par Caviglia et Sbarra dans [G. Caviglia, E. Sbarra, Characteristic-free bounds for
the Castelnuovo—Mumford regularity, Prépublication, math.AC/0310122]. Puis, en s’inspirant de l'article Chardin et D'Cruz
[M. Chardin, C. D'Cruz, Castelnuovo—Mumford regularity: examples of curves and surface, J. Algebra 270 (2003) 347-360],
nous construisons a partir de familles de courbes monomiales des idéaux homogenes ayant une régularité proche des borne
fournies précédemmerRour citer cet article: M. Chardin, A.L. Fall, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the Castelnuovo—Mumford regularity of ideals, in dimension 2We give a bound on the Castelnuovo—Mumford regu-
larity of a homogeneous idea] in a polynomial ring4, in terms of the number of variables and the degrees of generators, when
the dimension ofd /I is at most two. This bound improves the one obtained by Caviglia and Sbarra in [G. Caviglia, E. Sbarra,
Characteristic-free bounds for the Castelnuovo—Mumford regularity, Prépublication, math.AC/0310122]. In the continuation
of the examples constructed in Chardin and D’Cruz [M. Chardin, C. D'’Cruz, Castelnuovo—Mumford regularity: examples of
curves and surface, J. Algebra 270 (2003) 347-360], we use families of monomial curves to construct homogeneous ideals
showing that these bounds are quite sh@igzite thisarticle: M. Chardin, A.L. Fall, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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In this Note we give a refinement of a bound due to Caviglia and Sbarra [2] on the Castelnuovo—Mumford
regularity of homogeneous idedlsin a polynomial ringA over a field, when ditd /1) = 2. If A is of dimension
m 4+ 2, we prove:

Theorem 0.1.Let I be a homogeneous-ideal of codimensiom generated in degree, > do > - -+ > d; with
s > m. Let Z be the zero-dimensionnal scheme defined by a general linear secton=oProj(A/I), andiz =
indeg /z) be the smallest degree of a hypersurface contaidndhen,

regl) < (didz---dym —degZ) + 1) (d1+do+ -+ +dpyy1—m—iz) +iz.
This and previous results in the cases of dimensions zero and one give

Corollary 0.2. If I C A is a A-ideal generated in degrees at mastthen

(i) reg(A/1) < (m+2)(d — 1) if dim(A/1) < 1,
(i) reg(A/I) < (m +1)d™(d — 1) if dim(A/T) = 2.

The bound in (i) is known to be essentially optimal. We provide examples showing that this is also the case for
the bound in (ii), at least regarding the powewdfivolved. The bound obtained by Caviglia and Sbarra in [2, 2.6]
isregA/I) < (d™ + (d — 1)m + 1)? — 1 in case (ii) of Corollary 0.2.

These examples are a continuation of those in [4, 2.3] and [4, 2.5]. They use the monomial,cyree
P/"+2 parametrized on the affine chafh = 1 by (1:7: 7" : 7" " +D ;... (0+D") and its projectiorC,, , on
(Xms2 =0} = PP

We provide complete intersection idedls, and1,, , defining respectively the union 6, , and two fat lines
and the union of;, , and two fat lines. We then use an estimate on the regularity of the union of the two fat lines,
to produce almost complete intersection idegls, andJ;, , satisfying the following propositions:

Proposition 0.3.The idealjjn,n C k[Xo, ..., Xm12] is generated by: forms of degree + 1, one form of degree
2"=1 1 1 and one form of degreen + 2" ~1. One hagdim(A/7,, ,) =2and

reg(d), ) =n" +mn+2""1 - 1.

Proposition 0.4.The idealJ,, , C k[Xo, ..., Xm+1] is generated byn — 1 forms of degree: 4+ 1, one form of
degree2” 2 + n and one form of degrean + 2"~ — 1. One haslim(A/J,,.,) = 2 and

regJm.n) =n" +mn+ m=2_ o

In the setting of Proposition 0.4 the bound given by Theorem 0.1 shows that
reqjm,n) < 2m2n(n —+ 1)’"72(” 4 2m72)2'

The exponent of in this expression is: + 1 which is one more than its actual value.
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1. Un raffinement de la borne de Caviglia et Sbarra, en dimension 2

Dans toute cette sectiod, = k[ X, ..., X,,+1] désigne un anneau de polyndmesrer- 2 variables sur un
corpsk etm := (Xo, ..., X;+1). Si M est unA-module gradué de type fini, indey) désigne le minimum des
degrés des élément dé si M # 0. La régularité de Castelnuovo—Mumford tleest définie par

regqM) = max{a; (M) + i} = max{b; (M) — i},

avec les notations; (M) := maxu | Hi (M), # 0}, si H. (M) # 0 eta; (M) := —oo sinon eth; (M) := max{u |
TorR (M, k), # O} si Tor®(M, k) # 0 eth;(M) := —oo sinon. SiI est un idéal homogéne dg on pose/s3':=
Uj-o( : m/) de telle sorte qué®®/I = HY (A/I). Si Z = Proj(A/I) est un sous-schéma ® on pose
Iz :=1%
En utilisant la méthode de Caviglia et Sbharrra, et un résultat de [3] en dimension 1, nous obtenons le résultat
plus précis suivant :

Théoréme 1.1Soit/ unidéal deA de codimensiom, engendré en degré§ > do > - - - > d; avecs > m. SoitZ
I'ensemble de points défini par une section général& de Proj(A/I), etiz :=indeqz). Alors,

reg/) < (dida---dym —deg 2) + 1)(d1+do+ -+ +dpyy1—m—iz) +iz.

Notons que de@) = deg X) et que siC est la composante de dimension 1xiet /o son idéal de définition,
dy > indeqle) > iz > 1.
Pour la preuve, nous aurons besoin du lemme suivant qui améliore la borne de [2, 2.3]

Lemme 1.2.Soit/ un idéal homogéne da, tel quel # I : m, [ une forme linéaire telle qué : (/)/I soit de
longueur finie ey le plus petit entier tel qué : 1% =1 : 9. Alors on ag < ag(A/I) — indeq /5% + 1 < reg(]) —
indeg 753,

Démonstration du Lemme 1.2.La seconde inégalité est claire ea(A/I)+1<regA/I)+1=req[). Soitz €
I:1%° =I5 et poson :=ag(A/I)+ 1 —indeg /5. Il s’agit de montrer quelX e I. On peut supposerho-
mogeéne et non nul, ce qui entraine que degndeg 75%Y). On az/X e (I 4 deq:) LK +degz) > ao(A/1)+1.
Or I, = (I5®),, pouru > ao(A/I) + 1. Il en découle QUEIS® ki deq:) = Ik +degz), dOUZIK € 1. O

Démonstration du Théoréeme 1.1.Soit /,,11, [,,+2 des formes linéaires telles qué : (/,,42))/1 et A/(I +
(lm+1, Im+2)) soient de longueurs finies. On suppose de pludgugest assez générale, de telle sorte que, posant
Z :=Proj(A/I + (In42)), on soit dans les conditions du théoréme. (Notons que I'dg & (I + (1,,12))5% par
définition.)

Appliquons alors les résultats de la preuve de [4, 2.4] avean. Commel est engendré en degrésds, en
posantR :=redq(! + (I,,+2)) on a, par [4, (2.1)],

I:1
reg(/) < max(ds, R} +A< }"*2)

ouA(M) désigne la longueur d’'uA-moduleM. De plus, d’apres [4, (2.2)] etle Lemme 1.2, 0n a
I:1 1 l
)\< m+2><k( Z+(n1+1) )(R—ig).
1 1 + (lm+17 lm+2)
D’autre part,
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Iz + (1, A A
k(M):A( >_x< )<d1~--dm—deg2>,
I+ (pst1, bnt2) I+ (st Ins2) Iz + (Im+1)

carl + (Iy,+1, Ln+2) contient une intersection compléte de degi€s. ., d,, 1, 1.
On a donc au total :

reg(/) < max{di, R} + (d1- - dy — deg 2))(R —iz).

D'apres [3, 3.3, R<d1+ -+ du+1 —m, d'ou la borne annoncée.o

Corollaire 1.3. Soit/ ¢ A =k[Xp, ..., X;u+1] un idéal engendré en degrés au plusAlors,

(i) reg(A/I) < (m +2)(d — 1) sidim(A/T) < 1,
(i) reg(A/I) < (m + 1)d™(d — 1) sidim(A/I) = 2.

Démonstration. Le cas (i) découle de [3, 3.3], et le (ii) du Théoréme 1.1 une fois noté queZdeg 1 et
iz>1. 0O

Dans [4, 2.6], Caviglia et Sbarra montrent la borne suivante dans le cas (ii) du Corollaire 1(A /Ireg
d" +(d—Dm+1)% - 1.
2. Premier exemple d'idéaux

Soitm > 1 etn > 2 deux entiersA’ = k[Xo, ..., Xu+2], by, , 'idéal de la courbe monomial€,, , C pr+2

paramétrée sur la carte affie = 1 par(L:z: ¢ : 7" 10D L 04Dy

Les polyndmes; = X{‘*l — XoX7,, pour 2<i <m +1sontdang,, .

Définissons par récurrence sur f1(X2, X3) := §—2 et fn(X2, ..., Xmi2) = fm_l(%,... ;(Zﬁ) On note
quesim=1,etx=(xp:---:x3) € C/lJ1 avecxoxy # 0, alors f1(x2, x3) = i—(l) D’autre part, sin > 1 etx = (1:
X1+ Xpma2) € C;M avecx1 # 0, alors(1: x1: j—g Deee i’”—ﬁ) € C,’n_l’n ; on en déduit par récurrence surque

Sm(x2, ..., xmt+2) = x1. De plus, on vérifie, par récurrence suyque

m

_1\ym (_1)j ("-l) Pm (XZ, X4, .. )
fnXoy oo XV =[] X, V=
" " jll 2 Om(X3. Xs, ...)

ou P, et Q, sont des polyndmes homogénes de dedté!2 1l en découle que le polynéme défini par
F|:= XoPn — X1Qmn Si m est pair etF] := X1P, — XoQ,, Si m est impair appartient &, ,. Soit I;, , :=
(F/7F27---7Fm+l)-

Lemme 2.1.0nal, ,=b,, ,NJ, NK, ,, ouJ, estunidéalXy, ..., X, 2)-primaire etK, , estunideal

m,n m,n - m,n? ; ‘ r . :
(Xo, X2, ..., Xm+1)-primaire. En particulier/), , est une intersection compléte de codimensiof 1.

N
Démonstration. Soit J' := (X2, ..., X;uy2) €t K’ := (Xo, X2,..., X;u11). Le schémaz] = Proj(A’/
contient les droite® := Proj(A’/J") et D’ := Proj(A’/K"). De plusZ;, , N {Xo = 0} est supporté sub’.
Montrons que sur la carte affinéy = 1, Z,, , est I'union d'un schéma supporté shret deC,, ,. On note
que siX, # 0, alorsX; # 0 pour touti. Lorsquem = 1, on aXSJrl = X5 = (X1X2)" d’'ol X2 = X7 puis X3 =
X1Xo = X’{*l. Sim > 1, on poseY1 := X etY; := X}"(jl pour 2<i <m + 1 et on remarque quk; =Y/ pour
2<i<m+1,dou Yl.”Jrl =Y/, pour 2<i < m. Par définitionf,—1(Y2, ..., Yiut1) = fu(X2, ..., Xm+2). Par

/
Im,n
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N m—i+2 i-2 m—i+2 i—2
dyou Xi — Yl’n — Y]’:l (n+1) — XZ (n+1) pour

2<i<m+1. De plusXyi2= Xmp1¥mp1 = Xz‘”“)m T
queZz;, , coincide avec,, , hors deD U D'

Z,, , estdonc de codimension + 1. Ainsi (Fy, F2, ..., Fy41) st nécessairement une suite réguliere dens
et1l,, , est purement de codimensiont- 1. Le lemme en découle.O

m—i+1 i—2
récurrence sut: on en déduit que’; = Y; (n+1)

. Ceci montre, comme annonceé,

L’idéal by, , €tant radical, on a réd,, , N K,, ,) <regl,, ,) =mn + 21 1 1 par [5, 4.2]. En particulier,
=J/ ﬂ K/ _ est engendré en degrés au phus + 2"~ L. Il existe doncF’ e ay.. \ by, , homogene de

m,n m,n

degred’ :=mn+2""1. On pose,, , =1, , + (F).

m,n

Proposition 2.2.L’idéal 3/, . est engendré pam polyndmes de degré+ 1, un polynéme de deg@ 1 + 1 et

mn

un polynéme de degrén + 2”1, On adim(A’ [Tmn) =26t
regd,, ) =n" +mn+2""1 -1
Démonstration. On a une suite exacte 8 A’/b;, [ —-d' = A/ mn —> A'/3, . — 0 d'ol on deduit que

HO(A'/3,, )~ HL(A'/b], )[—d'] carA'/I}, , est Cohen—-Macaulay de dimension 2. En particulier
ag(A’ /jm n) = ar(A’ /bm n Y+d'.

On note quex;” — Xgm‘lxz est un générateur minimal @¢, . Donc redb,, ,) > n™. Comme d’autre part pour
(m, n) distinct de(2, 2), (3, 2) et (4, 2),

az(A'/6), ) +2<axA'/L), ) +2=regA'/I), ) =mn+2""t<n™ — 1

onaay(A'/by, ) +1=regA’/b,, ) >n" —1dans ces cas. Lorsque= 2, 3, 4 etn = 2 on vérifie directement en
utilisant le logiciel Macaulay 2 [6] quei(A’/b;, ,) +1=reg(A’/b,, ,) =n™ — 1. La proposition en découle.0

3. Second exemple d'idéaux

Soitm > 2, A =k[Xo, ..., Xmt1l €tb, = b;n,n N A I'idéal de la courbe monomialg,, ,, C P+l paramétrée
sur la carte affiné(o = 1 par(L: ¢ : 7" ;7" 104D L D" proiaction de la courb€, , sur I'hyperplan
Xmy2 = 0.

Les polyndmed; = X{’“ — XoX}' 1 pour 2< i <m sontdans,, ,. Soit F1 := X} Py—1 — X5 Om—1 Sim est
pair etF1:= XgPy—1— X[ Qp-1Sim est impair. On remarque qug € by, , et on posd,, , := (F1, ..., Fy).

Lemme 3.1.0naly n =bmn N JImn N Kmn, OUJ, , €Stunidéal Xy, ..., X,11)-primaire etk,, , est un idéal
(Xo, X2, ..., Xin)-primaire. En particulierl,, , est une intersection compléte de codimensgion

Démonstration. SoitJ := (Xo, ..., X;y+1) etK := (Xo, X2, ..., X;y). Le schem&Z,, , :== Proj(A/ I, ) contient
les droitesA := Proj(A/J) et A’ :=Proj(A/K), et Z,, , N {Xo = O} est supporté sus’.

Montrons que sur la carte affimféy =1, 2, , est I union d’un schéma supporté sdret deCy, . Si X2 #0,
alorsX; # 0 pour touti. Lorsquem 2,0n aX’”rl = (X]X2)" dou X, = Xﬁ puisX3 = X7 X> XZ("H)
Sim > 2, on poseY; := X1 etY;: ’*1 pour 2< i < m et on remarque qué&; =Y pour 2<i <m d'ou

Y”*l_ Y ', pour 2<i <m — 1. Par deflnltlonfm 2Y2, ..., Ym) = fm—-1(X2, ..., X;u+1). Par récurrence sui
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mfi+l(n+l)i72 n»zfiJrZ(n_,’_l)ifZ Xn)717i+2(n+1)i72
=M

on en déduit qué&; = Y ,douX; =Y"=Y,
2 m—2 m—2 m—1
Xm+1 = Xm Ym = X;E (n+1) Yf(n+1) = X;(n-i_l) .
Zn.n €st donc supporté sur la réunion@g,, A et A', et ainsi(Fy, ..., F,) forme nécessairement une suite

réguliere dangt. On conclut comme pour le Lemme 2.10

pour 2<i < m. De plus

OnareqJy , N Ky n) <redly ) =mn+ 22 en particuliefa,, , := Jy,.» N Ky, €St engendré en degrés au
plusmn + 2"~2 — 1. Il existe doncF € a,,., \ by, homogéne de degeé:= mn 4 2"~2 — 1.
Enposan®,, , := Iy, + (F),0na

Proposition 3.2.L’idéal J,, , est engendré pan — 1 polyndmes de degré+ 1, un polynéme de deg@'—2 + n
et un polynéme de degrén + 2”2 — 1. On adim(A/J,,,) =2et

regJm. ) =n" +mn+ 2m=2_ 2

Démonstration. On a une suite exacte & A/by, ,[—d] K A/Lyy, — A/Tmn — 0 dou on déduit que
ao(A/Tm.n) =a1(A/by.) +d carA/l, , est Cohen—Macaulay de dimension 2. On note,tjip"é— Xgm‘lxz est
un générateur minimal dg,, ,. Donc redb,, ,) > n™. Comme d’autre part in, n) est distinct d&2, 2) et (3, 2),

a2(A /b)) +2<a2(A/Lpy) +2=r1€0A/Lp,) =mn+2""2<n™ -1
on aai(A/by,n) +1=regA/b, n) > n™ — 1 dans ces cas. Lorsque= 2 oum = 3, on aa1(A/by, ) + 1=
reg(A/b,, ,) =n™ — 1 d'aprés [1] sin =2 et [4, 2.6 (3)] sin = 3. La proposition en découle.o
Remarque 1.Lorsquem = 2 oum = 3 on a plus précisément

regqJm. ) =n" +mn+ m=2_ 2

car redb,, ,) = a1(A/by ) +2=n" d'aprés [1] sim = 2 et [4, 2.6 (3)] sin = 3. D’autre part, d'aprés [7, 5.5],
reg(b,,.») <n™ 4+ n(n +1)"~2 — 1 pour toutm, et ainsi

regqJImn) <n™ +nm+ 1" 2 4 mn+2"2 -3

Ceci doit étre comparé a la borne founie par le Théoréme 1.1, qui donne, aprées quelques simplifications,
req(Jm.n) < 2m%n(n +1)" " 2(n + 2"2)2,

L'exposant de: dans cette expression differe donc de un par rapport a sa vraie valeur.
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