——_ COMPTES RENDUS

Available online at www.sciencedirect.com

SGIENCE@DIHEGT’

ATHEMATI
ELSEVIER C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005) 179-184 MATHEMATIQUE

http://france.elsevier.com/direct/CRASS1/

Probabilités/Théorie du potentiel

Les équations de la chaleur et de Poisson pour le laplacien
genéralisé de Jacobi—Dunkl

Frej Chouchen®& Léonard Gallard®, Maher Mili2

2 Département de mathématiques, faculté des sciences de Monastir, 5019 Monastir, Tunisie
b | aboratoire de mathématiques et physique théorique CNRS-UMR 6083, université de Tours, campus de Grandmont, 37200 Tours, France

Recu le £" mars 2005 ; accepté aprés révision le 20 juin 2005

Présenté par Marc Yor

Résumé

Nous montrons que I'équation de la chaleur associée a I'opérateur de Jacobi—Dunkl, a une solution qui s’exprime a I'aide
d’un semi-groupe d’opérateurs markoviens a noyau strictement positif. Nous utilisons ce résultat pour résoudre I'équation de
Poisson et introduire une nouvelle classe de processus de Markov sur laRbwaiteiter cet article: F. Choucheneetal., C. R.

Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

The heat and Poisson equations for the Jacobi—Dunkl generalized Laplacian. We show that the heat equation for the
Jacobi—Dunkl operator, has a solution in terms of a semigroup of Markovian operators with strictly positive kernel. This result
is used to solve the Poisson equation and to introduce a new class of Markov processes on the Teatitsthis article:

F. Choucheneet al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

A complete spectral analysis of the Jacobi—Dunkl operator defined fop > —%, o # —% by

f&x) = f(=x)

5 (f eC'®), (N

Aa.pf(x) = %f(x) + [ (2« 4 1) cothx + (28 + 1) tanhx ]

has been performed in [2,3]. The eigenfunctip ’ﬁ)(x) of Aq g corresponding to the eigenvaluda (1 € C)

and normalized bypk(“’ﬁ) (0) =1, is the kernel of a generalized Fourier transform defined by
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VieC, Ff()= / FOUEP @) Agp)dr (f €Ll 4R)), @)
R

whereA, g(x) = 229 (sint? x)*+Y2(costf x)P+Y2, p =a + p+1 andL] ;(R) = L?(R, Ay (x) dx). This Fourier
transform is in particular a topological isomorphism between the weighted Schwartzg&ge= (coshx) =2 .
S(R) and the Schwartz spad&R) and it also extends to an isometric isomorphism frbm (R) onto L2(R, do),
where @& is the generalized Plancherel measure defined in formula (9).

Moreover if f € LL ,(R) andF f € LY(R. do) then f (x) = [ Frooyp %P (x)do(n), aex eR.
In this Note we study the squam%ﬁ of the Jacobi—Dunkl operator which we call generalized Jacobi—Dunkl
Laplacian. Our main result is the following:

Theorem 0.1. The closure ofAfwS on Co(R) generates a positive continuous contraction semigr{dﬂyﬁ"ﬂ), t >0}
of the formH,(“’ﬁ)f(x) = [ ht(“’ﬁ) (x, ¥) f(¥)Aa,p(y) dy, with a strictly positive kernel

P, y) = / ey P v s o), xyeR, 1>0
R
Moreover the operatorsHl(“’ﬂ) also act onCj(R), are Markovian(i.e. H,("‘”S)l =1), and for all f € C,(R), the
functionu(z, x) = H,(“”S)f(x) € C2(10, T[ x R) N C([0, T] x R) solves the ‘heat equation’

ad
(Ag,ﬁ - 5)u —0. uw©)=f. ®)

We can now derive the solution of the Poisson equation:

Theorem 0.2. Let f € Li,ﬁ(R) such thatF f € L1(R, do). The function

+00
Gfx) = / f ) (e ) £ () Ag p(y) dy
0OR

is bounded, belongs 62(R) and satisfies the Poisson equatimf’ﬂGf = — f. Moreover every bounded solution
in C2(R) of this equation is of the form = G f 4+ C whereC is a constant.

To prove the last assertion of Theorem 0.2 we need the following Liouville’s property:

Theorem 0.3. Letu be a bounded 2 function onR such thatAfl’ﬁu = 0. Thenu is constant.

Application. We can associate to the heat semigr()HiS“”S)),go, defined in Theorem 0.1, the transition kernels

P,("‘”S)(x, dy) = ht(“’ﬁ)(x, ¥)Aq,p(y) dy (¢ > 0) which are probability measures on the Barefield B, for every
x e R and¢ > 0. Now we will say that a Markov procesé = (X;);»0 with such transition kernels (defined on
some filtered probability spade2, F, (F;);>0, P)) is a Jacobi—-Dunkl process (of indéx, 8)). Some immediate

properties of the Jacobi—Dunkl processes follow from the structure of the semigklﬁﬁﬁ)),>o. For example,

(H,(“'ﬂ>)t>o being a Feller-semigroup, Jacobi—-Dunkl processes always have a version with cadlag trajectories. An
interesting fact is:

Proposition 0.4. The absolute valug X;|);>o of X, is a diffusion process oR with infinitesimal generator the
Jacobi operatord, g = d‘i—zz 4+ [(2« + 1) cothx + (28 + 1) tanhx]%.
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As a last remark, note th&tX,|); >0 being a continuous process, this immediately implies that if the Jacobi—
Dunkl process has a jump at timenecessarilyX; = —X,-.

1. Généralitéssur I'opérateur de Jacobi—-Dunkl

Poura > 8 > —%, a# —%, I'opérateur différentiel et aux différences fRirdonné par

Agpf(x)= %f(x) +[(2x + D cothx + (28 + 1) tanm]w, (4)
est appelé opérateur de Jacobi-Dunkl. C’est I'analogue hyperbolique de I'opérateur de Dunkl [9] :
d 20 +1 f(x)— f(—x)
T = —
fx) o fx)+ > , (5)
puisque les deux opérateurs sont de la fortfax) = & £ (x) + f\((;‘)) TOJED avecA(x) = (sintPx)*+1/2 x

(costt x)#+12 pour (4) etA(x) = (x2)*+1/2 pour (5). Ces opérateurs sont bien définis ppur C1(R), car la
singularité de‘ﬁ estde la form@”— enx = 0. Dans la suite, on aura besoin de multiplepar une constante
pour des ralsons de normahsatlons dans I'étude spectrale et on notera

sinhx

20+1
Agp(x) = |x[**1B(x), oUB(x)= 22/’( ) (coshr)®*letp=a+p+ 1 (6)

Une étude spectrale compléte de I'opérateur de Jacobi—Dunkl a été réalisée dans les articles [2,3]. La fonction
proprewia’ﬂ) de Ay g correspondant a la valeur propréi (A € C) et normalisée pa%"‘ ‘9)(0) = 1, vérifie la
propriété suivante :

(L+p+]ah"+2

vneN, 3C, > 0,
[A]

P )‘ WL+ 1x]) (Vx € R, VA € R\ {0)). ™

o

De plus la fonctlon/f(“ #) estle noyau d’une transformation de Fourier généralisée définie par

VieC, Ff()= / FOPP @A s de (f € LL 4(R)), (®)

ol stﬁ(R) = LP(R, Ay p(x) dx). Cette transformation de Fourier est un isomorphisme topologique entre I'espace
de Schwartz & poid§1(R) = (coshx) =2 - S(R) et I'espace de Schwar$(R). Elle se prolonge en une isométrie
deLg,ﬁ(R) surL2(R, do), olido estla mesure de Plancherel généralisée donnée par

20T (o 4+ D) 2T (i)
(o +iw)/2T[(@ — B+ 1+iwn)/2]
ol on a posé: = /A2 — p2 pour simplifier 'écriture. De plus sf € L} apB) etFf e LY(R,do) alors on a la
formule d’'inversion

Fo) = / FroweP (0)do(), pp.xeR. (10)

1 -2
do () = ( ) I Ly (1) . ©)

2. Lesemi-groupe dela chaleur

Dans cette Note on étudie le camé de I'opérateur de Jacobi—Dunkl, gu’on appelle laplacien généralisé de
Jacobi-Dunkl. Il est donné epr|C|tement par :
]f(X) — f(=x)

5 (feC?®), (11)

AL 5 f(x) = Aapf(x)+[20 — (20 + D) cotif x — (28 + D) tantP x
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OUAyp = d‘i—zz + [(2a + 1) cothx + (28 + 1) tanhx]% est I'opérateur de Jacobi. Dans le cas de Dunkl, le carré de
I'opérateurT donné en (5), a été étudié dans [11]. Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 2.1. L’extension deAg’ﬂ a (Co(R), || loo) est le générateur d’'un semi-groupe de contractions

(H*P),>0, positif, fortement continu de la form&“" f(x) = IS hP) (x, y) () Aa.p(y) dy, avec un noyau
(appelé noyau de la chaleur de Jacobi—DynkI

ht(a,ﬂ)(x’y) :/e"*zwi""ﬂ)(x)l/fﬁﬁ)(y) do(x)>0 (Vx,yeR, t>0), (12)
R
qui satisfait les propriétés de symétrie suivantes

V>0, Vx,yeR, h*Px,y)=h Py, x) =n*P (—x, —y). (13)

De plus les opérateurﬁt(“’ﬂ) agissent aussi suf,(R), sont markoviengi.e. H,(“’ﬁ)l = 1), et pour toutef €

Cp(R), la fonctionu(t, x) = H,(“’ﬂ)f(x) € C?(10, T[ x R)NC([0, T] x R) est solution de I'équation de la chaleur
de Jacobi—Dunki

(Ag,ﬁ - %)u =0, u(0,)=/. (14)

Démonstration. Il est clair que le semi-groupe est bien défini $ti(R) qui est dense dan& (R, | - [|oo). Lopéra-
teurAg,ﬂ est dispersif dans le sens ou sk S(R) est telle que maf (x): x € R} = f(xo) alorsAg’ﬁf(xo) <0.

De plus, on montre que pour tout- 0, (A1 — Ag,ﬂ)Sl(R) = S1(R). La premiére partie du théoréme découle alors
du théoreme de Phillips [1] qui caractérise les générateurs des semi-groupes de contractions positives. D'apres le:
estimations d@’f)(\a’ﬁ) (7), on peut dériven(z, x) sous le signe intégral et (14) découle aussitdt.

Corollaire2.2. Le noyau de la chalel]rf“”g)(x, y) (¢ > 0) est strictement positif SUR x R.
Démonstration. D’apres la propriété de semi-groupe,

V>0 x.yeR, APy = f P e, y) Ay (r) .
R

s'il existe y > 0 et (x, y) € R? tels quer™” (x, y) = 0, la fonctionr — h;"/’f)(x, r)h;”/’g)(r, y) est égale a 0

sur R. Ceci est impossible car la fonction— hi“’ﬁ) (0, x) est strictement positive. En effet, &, (z, x, y) =
(2—1,)““exp(—"zjtyz)la(%)/(%)“ désigne le noyau de Bessel (voir [4]), qu'on prolonge Byron peut
montrer qu'il existeu € Ry tel que pour toute fonctiory € D(R) positive, paire, la fonctionw, (¢, x) =
eﬂ'./B(x)H,("‘"”(%)(x) — [ Ea(t, x, ) £ () |y[%+1 dy vérifie Iinéquation
32 ¢ )+2a+1 d %) 3 t.x) <0
—w . X —w , X)) — —w , X)X U
ax2 1 x ox " ar M

Alors, le principe du maximum ([5], p. 43), montre queg > 0. En appliquant ce résultat/a(x) = g(x) + g(—x)
pour toute fonctiory € D(R), positive, on obtient

e VBO)BW) (B (x, y) + 1P (x, —y)) = Ea(t, x, y) + Eq(t, x, —y).

En prenanty = 0, on obtient immédiatemehf"‘”s)(x, 0>0. O
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Exemple 1. Dans le cas: = % etg = —%, le noyau de la chaleur s’écrit sous la forme
x+y
/ sinhu[e~ (=040 _ g% /(0] gy, (15)

-y

1_1

—1
ht(iv—i € 1

) J—
)= 164/t sinkP x sint? y

ou il est sous entendu que cette expression est définie par continuitéGbuy = 0.

11
Sio<x—y<x+yousiO<Lx+y<x—y,ilestclair quehfz’ 2)(x, y) > 0. On vérifie alors en utilisant la
11
propriété de symétrie (13) quéZ’ 2 est strictement positif suk?.

Proposition 2.3. (Ht(""ﬁ))@o se prolonge en un semi-grour{é?,(“’ﬁ))@o de contractions, positif, fortement

continu surLZ 4(R) dont le générateur est la fermeture autoadjoirtg , de AZ , sur L} 4(R) et dont 'action
est donnée par.

ﬁf%ﬁ)f(X) =/e_'k2.7:f()»)1/f£0;ﬁ)(x) dO’()L) (16)
R

Démonstration. Ceci découle du théoréme de Plancherel et de la densité(@® danngﬂ(R). O

3. L’équation de Poisson

Théoréme 3.1 (Propriété de Liouville)Soitx une fonction de class€?, bornée surR et telle queAfl,ﬂu =0.
Alors u est constante.

Démonstration. On décompose = u, + u, ou u, (resp.u,) est la partie paire (resp. impaire) de Le ré-
sultat de [6] montre qua. est constante. De plus, on montre qu'il existe une constantelle queu,(x) =
C(fox Ay p(t)dr)/Aq, p(x). Mais la continuité de), enx =0 imposeC =0. O

Théoréme 3.2. Soit f L(}[’ﬁ(R) telle queF f € LY(R, do). La fonction

400
GF(x) = f / BB (e ) £ () A (v) dy
OR

est bornée, de classe? surR et satisfait I'équation de Poissomg’ﬁGf = — f. De plus, toute solution bornée et
de classaC? de cette équation est de la forme= Gf + C ol C est une constante.

Démonstration. Par le théoreme de Fubini et la formule d'inversion on a
—+00
Gf(x)= f / ey B (x) F £ (=1) do (1) dbr.
0 R

D’ol on déduit queG f (x)| < [ 'ff;i;”‘ do (1) < oo puis QUGS (x) = [ %wi"'ﬁ)(x) do (1). On montre

alors facilement qu’on peut permuter le signe intégral et I’opérar&égg, ce qui donne«iﬂGf = — f en utilisant

Ag’ﬁl/f}(»a’ﬂ) = —Azl/fi“’ﬁ) et la formule d'inversion. Toute autre solution bornée et de cla$seest de la forme
Gf + C, d’'aprés la propriété de Liouville. O
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4. Leprocessusde Jacobi—Dunkl sur R

Etant donné le semi—groumélt(“’ﬂ))@o défini dans le Théoréme 2.1, on peut lui associer les noyaux de transi-

tion P,(“’ﬂ')(x, dy) = h,(“’ﬂ)(x, ¥)Aq,g(y)dy (r > 0) qui sont des mesures de probabilité sur la triou de BSgel
pour toutx € R etr > 0. On dit qu'un processus de Markdv= (X;),>0 avec de tels noyaux de transition est un
processus de Jacobi—Dunkl (d'indi¢e, 8)) surR. Des propriétés immédiates de ce processus proviennent de la

structure du semi—groupxdi,(“’ﬁ)),>o. Par exemple, ces processus ont toujours une version a trajectoires cadlag

carle semi—groupth(“’ﬁ))@o est de Feller. Pour une étude analogue dans le cas des processus de Dunkl voir [7].
Pour terminer, on mentionne le résultat suivant :

Proposition 4.1. La valeur absolug(|X;|);>0 de X, est un processus de diffusion dRr. dont le générateur
infinitésimal est 'opérateur de Jacobi, g = d‘i—z + [(2x + 1) cothx + (28 + 1) tanhx]%.

Cette diffusion a été étudiée dans [8], voir aussi [10]. Par exemple, en utilisant (15), on vérifie que

(3.-%) G-d, oy ersinhy (X o242 an
he* 2 AL 1)+ RS =AY _a( y)_ﬁsinthInh o ) € ; 17)

sont bien les densités de transition du processus de Jacobi d'(@iﬂ%) appelé également processus de Bessel
hyperbolique de dimension 3 dont le générateur infinitésimal est

d? d
—+2 —.
a2 + cothxdx

(En général, ce générateur est multiplié par le fac%eatdans (17} est remplacé pag.) Enfin, on remarque que
(IX:1)s>0 étant un processus continu, ceci implique immediatement que si le processus de Jacobi—Dunkl saute a
l'instants, alors nécessairemelt, = — X,-.

Une étude détaillée des processus de Jacobi—Dunkl sera publiée prochainement.
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