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Résumé

Nous montrons que l’équation de la chaleur associée à l’opérateur de Jacobi–Dunkl, a une solution qui s’exprime
d’un semi-groupe d’opérateurs markoviens à noyau strictement positif. Nous utilisons ce résultat pour résoudre l’éq
Poisson et introduire une nouvelle classe de processus de Markov sur la droite.Pour citer cet article : F. Chouchene et al., C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The heat and Poisson equations for the Jacobi–Dunkl generalized Laplacian. We show that the heat equation for t
Jacobi–Dunkl operator, has a solution in terms of a semigroup of Markovian operators with strictly positive kernel. Th
is used to solve the Poisson equation and to introduce a new class of Markov processes on the real line.To cite this article:
F. Chouchene et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

A complete spectral analysis of the Jacobi–Dunkl operator defined forα � β � −1
2, α �= −1

2 by

Λα,βf (x) = d

dx
f (x) + [

(2α + 1)cothx + (2β + 1) tanhx
]f (x) − f (−x)

2

(
f ∈ C1(R)

)
, (1)

has been performed in [2,3]. The eigenfunctionψ
(α,β)
λ (x) of Λα,β corresponding to the eigenvalue−iλ (λ ∈ C)

and normalized byψ(α,β)
λ (0) = 1, is the kernel of a generalized Fourier transform defined by
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doi:10.1016/j.crma.2005.06.016
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ries. An
∀λ ∈ C, Ff (λ) =
∫
R

f (x)ψ
(α,β)
λ (x)Aα,β(x)dx

(
f ∈ L1

α,β(R)
)
, (2)

whereAα,β(x) = 22ρ(sinh2 x)α+1/2(cosh2 x)β+1/2, ρ = α+β +1 andLp
α,β(R) = Lp(R,Aα,β(x)dx). This Fourier

transform is in particular a topological isomorphism between the weighted Schwartz spaceS1(R) = (coshx)−2ρ ·
S(R) and the Schwartz spaceS(R) and it also extends to an isometric isomorphism fromL2

α,β(R) ontoL2(R,dσ),
where dσ is the generalized Plancherel measure defined in formula (9).

Moreover iff ∈ L1
α,β(R) andFf ∈ L1(R,dσ) thenf (x) = ∫

R
Ff (λ)ψ

(α,β)
−λ (x)dσ(λ), a.e.x ∈ R.

In this Note we study the squareΛ2
α,β of the Jacobi–Dunkl operator which we call generalized Jacobi–D

Laplacian. Our main result is the following:

Theorem 0.1. The closure ofΛ2
α,β onC0(R) generates a positive continuous contraction semigroup{H(α,β)

t , t � 0}
of the formH

(α,β)
t f (x) = ∫

R
h

(α,β)
t (x, y)f (y)Aα,β(y)dy, with a strictly positive kernel

h
(α,β)
t (x, y) =

∫
R

e−tλ2
ψ

(α,β)
λ (x)ψ

(α,β)
−λ (y)dσ(λ), x, y ∈ R, t > 0.

Moreover the operatorsH(α,β)
t also act onCb(R), are Markovian(i.e. H(α,β)

t 1 = 1), and for all f ∈ Cb(R), the

functionu(t, x) = H
(α,β)
t f (x) ∈ C2(]0, T [ × R) ∩ C([0, T ] × R) solves the ‘heat equation’:(

Λ2
α,β − ∂

∂t

)
u = 0, u(0, ·) = f. (3)

We can now derive the solution of the Poisson equation:

Theorem 0.2. Letf ∈ L1
α,β(R) such thatFf ∈ L1(R, dσ). The function

Gf (x) =
+∞∫
0

∫
R

h
(α,β)
t (x, y)f (y)Aα,β(y)dy dt

is bounded, belongs toC2(R) and satisfies the Poisson equationΛ2
α,βGf = −f . Moreover every bounded solutio

in C2(R) of this equation is of the formu = Gf + C whereC is a constant.

To prove the last assertion of Theorem 0.2 we need the following Liouville’s property:

Theorem 0.3. Letu be a boundedC2 function onR such thatΛ2
α,βu = 0. Thenu is constant.

Application. We can associate to the heat semigroup(H
(α,β)
t )t�0, defined in Theorem 0.1, the transition kern

P
(α,β)
t (x,dy) = h

(α,β)
t (x, y)Aα,β(y)dy (t > 0) which are probability measures on the Borelσ -field BR, for every

x ∈ R and t > 0. Now we will say that a Markov processX = (Xt )t�0 with such transition kernels (defined o
some filtered probability space(Ω,F, (Ft )t�0,P)) is a Jacobi–Dunkl process (of index(α,β)). Some immediate

properties of the Jacobi–Dunkl processes follow from the structure of the semigroup(H
(α,β)
t )t�0. For example,

(H
(α,β)
t )t�0 being a Feller-semigroup, Jacobi–Dunkl processes always have a version with cádlàg trajecto

interesting fact is:

Proposition 0.4. The absolute value(|Xt |)t�0 of X, is a diffusion process onR+ with infinitesimal generator the

Jacobi operator∆ = d2 + [(2α + 1)cothx + (2β + 1) tanhx] d .
α,β dx2 dx
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As a last remark, note that(|Xt |)t�0 being a continuous process, this immediately implies that if the Jac
Dunkl process has a jump at times, necessarilyXs = −Xs− .

1. Généralités sur l’opérateur de Jacobi–Dunkl

Pourα � β � −1
2, α �= −1

2, l’opérateur différentiel et aux différences surR, donné par

Λα,βf (x) = d

dx
f (x) + [

(2α + 1)cothx + (2β + 1) tanhx
]f (x) − f (−x)

2
, (4)

est appelé opérateur de Jacobi–Dunkl. C’est l’analogue hyperbolique de l’opérateur de Dunkl [9] :

Tf (x) = d

dx
f (x) + 2α + 1

x

f (x) − f (−x)

2
, (5)

puisque les deux opérateurs sont de la formeΛf (x) = d
dx

f (x) + A′(x)
A(x)

f (x)−f (−x)
2 , avecA(x) = (sinh2 x)α+1/2 ×

(cosh2 x)β+1/2 pour (4) etA(x) = (x2)α+1/2 pour (5). Ces opérateurs sont bien définis pourf ∈ C1(R), car la
singularité deA′(x)

A(x)
est de la forme2α+1

x
enx = 0. Dans la suite, on aura besoin de multiplierA par une constant

pour des raisons de normalisations dans l’étude spectrale et on notera

Aα,β(x) = |x|2α+1B(x), oùB(x) = 22ρ

(
sinhx

x

)2α+1

(coshx)2β+1 etρ = α + β + 1. (6)

Une étude spectrale complète de l’opérateur de Jacobi–Dunkl a été réalisée dans les articles [2,3]. La
propreψ

(α,β)
λ de Λα,β correspondant à la valeur propre−iλ (λ ∈ C) et normalisée parψ(α,β)

λ (0) = 1, vérifie la
propriété suivante :

∀n ∈ N, ∃Cn > 0,

∣∣∣∣ dn

dxn
ψ

(α,β)
λ (x)

∣∣∣∣ � Cn

(
1+ |x|) (1+ ρ + |λ|)n+2

|λ|
(∀x ∈ R, ∀λ ∈ R \ {0}). (7)

De plus la fonctionψ(α,β)
λ est le noyau d’une transformation de Fourier généralisée définie par

∀λ ∈ C, Ff (λ) =
∫
R

f (x)ψ
(α,β)
λ (x)Aα,β(x)dx

(
f ∈ L1

α,β(R)
)
, (8)

oùL
p
α,β(R) = Lp(R,Aα,β(x)dx). Cette transformation de Fourier est un isomorphisme topologique entre l’e

de Schwartz à poidsS1(R) = (coshx)−2ρ · S(R) et l’espace de SchwartzS(R). Elle se prolonge en une isométr
deL2

α,β(R) surL2(R, dσ ), oùdσ est la mesure de Plancherel généralisée donnée par

dσ(λ) = 1

8π

(
2ρ−iµ�(α + 1)µ2�(iµ)

�[(ρ + iµ)/2]�[(α − β + 1+ iµ)/2]
)−2

|λ|1R\]−ρ,ρ[(λ)dλ, (9)

où on a poséµ = √
λ2 − ρ2 pour simplifier l’écriture. De plus sif ∈ L1

α,β(R) et Ff ∈ L1(R, dσ ) alors on a la
formule d’inversion

f (x) =
∫
R

Ff (λ)ψ
(α,β)
−λ (x)dσ(λ), p.p.x ∈ R. (10)

2. Le semi-groupe de la chaleur

Dans cette Note on étudie le carréΛ2
α,β de l’opérateur de Jacobi–Dunkl, qu’on appelle laplacien généralis

Jacobi–Dunkl. Il est donné explicitement par :

Λ2 f (x) = ∆ f (x) + [
2ρ − (2α + 1)coth2 x − (2β + 1) tanh2 x

]f (x) − f (−x) (
f ∈ C2(R)

)
, (11)
α,β α,β

2
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ors
’après les
où∆α,β = d2

dx2 + [(2α + 1)cothx + (2β + 1) tanhx] d
dx

est l’opérateur de Jacobi. Dans le cas de Dunkl, le carr

l’opérateurT donné en (5), a été étudié dans [11]. Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 2.1. L’extension deΛ2
α,β à (C0(R),‖ · ‖∞) est le générateur d’un semi-groupe de contractio

(H
(α,β)
t )t�0, positif, fortement continu de la formeH(α,β)

t f (x) = ∫
R

h
(α,β)
t (x, y)f (y)Aα,β(y)dy, avec un noyau

(appelé noyau de la chaleur de Jacobi–Dunkl)

h
(α,β)
t (x, y) =

∫
R

e−tλ2
ψ

(α,β)
λ (x)ψ

(α,β)
−λ (y)dσ(λ) � 0 (∀x, y ∈ R, t > 0), (12)

qui satisfait les propriétés de symétrie suivantes:

∀t > 0, ∀x, y ∈ R, h
(α,β)
t (x, y) = h

(α,β)
t (y, x) = h

(α,β)
t (−x,−y). (13)

De plus les opérateursH(α,β)
t agissent aussi surCb(R), sont markoviens(i.e. H

(α,β)
t 1 = 1), et pour toutef ∈

Cb(R), la fonctionu(t, x) = H
(α,β)
t f (x) ∈ C2(]0, T [×R)∩C([0, T ]×R) est solution de l’équation de la chaleu

de Jacobi–Dunkl:(
Λ2

α,β − ∂

∂t

)
u = 0, u(0, ·) = f. (14)

Démonstration. Il est clair que le semi-groupe est bien défini surS1(R) qui est dense dansC0(R,‖ ·‖∞). L’opéra-
teurΛ2

α,β est dispersif dans le sens où : sif ∈ S1(R) est telle que max{f (x): x ∈ R} = f (x0) alorsΛ2
α,βf (x0) � 0.

De plus, on montre que pour toutλ > 0, (λI −Λ2
α,β)S1(R) = S1(R). La première partie du théorème découle al

du théorème de Phillips [1] qui caractérise les générateurs des semi-groupes de contractions positives. D
estimations deψ(α,β)

λ (7), on peut dériveru(t, x) sous le signe intégral et (14) découle aussitôt.�
Corollaire 2.2. Le noyau de la chaleurh(α,β)

t (x, y) (t > 0) est strictement positif surR × R.

Démonstration. D’après la propriété de semi-groupe,

∀t > 0, x, y ∈ R, h
(α,β)
t (x, y) =

∫
R

h
(α,β)

t/2 (x, r)h
(α,β)

t/2 (r, y)Aα,β(r)dr,

s’il existe γ � 0 et (x, y) ∈ R
2 tels queh

(α,β)
γ (x, y) = 0, la fonctionr 	→ h

(α,β)

γ /2 (x, r)h
(α,β)

γ /2 (r, y) est égale à 0

sur R. Ceci est impossible car la fonctionx 	→ h
(α,β)
t (0, x) est strictement positive. En effet, siEα(t, x, y) =

( 1
2t

)α+1 exp(− x2+y2

4t
)Iα(

xy
2t

)/(
xy
2t

)α désigne le noyau de Bessel (voir [4]), qu’on prolonge surR, on peut
montrer qu’il existeµ ∈ R+ tel que pour toute fonctionf ∈ D(R) positive, paire, la fonctionwµ(t, x) =
eµt

√
B(x)H

(α,β)
t (

f√
B

)(x) − ∫
R

Eα(t, x, y)f (y)|y|2α+1 dy vérifie l’inéquation

∂2

∂x2
wµ(t, x) + 2α + 1

x

∂

∂x
wµ(t, x) − ∂

∂t
wµ(t, x) � 0.

Alors, le principe du maximum ([5], p. 43), montre quewµ � 0. En appliquant ce résultat àf (x) = g(x) + g(−x)

pour toute fonctiong ∈ D(R), positive, on obtient

eµt
√

B(x)B(y)
(
h

(α,β)
t (x, y) + h

(α,β)
t (x,−y)

)
� Eα(t, x, y) + Eα(t, x,−y).

En prenanty = 0, on obtient immédiatementh
(α,β)
t (x,0) > 0. �
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Exemple 1. Dans le casα = 1
2 etβ = −1

2, le noyau de la chaleur s’écrit sous la forme

h
( 1

2 ,− 1
2 )

t (x, y) = e−t

16
√

πt

1

sinh2 x sinh2 y

x+y∫
x−y

sinhv
[
e−(x−y)2/(4t) − e−v2/(4t)

]
dv, (15)

où il est sous entendu que cette expression est définie par continuité six = 0 ouy = 0.

Si 0� x − y < x + y ou si 0� x + y < x − y, il est clair queh
( 1

2 ,− 1
2 )

t (x, y) > 0. On vérifie alors en utilisant l

propriété de symétrie (13) queh
( 1

2 ,− 1
2 )

t est strictement positif surR2.

Proposition 2.3. (H
(α,β)
t )t�0 se prolonge en un semi-groupe( �H(α,β)

t )t�0 de contractions, positif, fortemen

continu surL2
α,β(R) dont le générateur est la fermeture autoadjointeΛ2

α,β deΛ2
α,β sur L2

α,β(R) et dont l’action
est donnée par.

H
(α,β)
t f (x) =

∫
R

e−tλ2Ff (λ)ψ
(α,β)
−λ (x)dσ(λ). (16)

Démonstration. Ceci découle du théorème de Plancherel et de la densité deS1(R) dansL2
α,β(R). �

3. L’équation de Poisson

Théorème 3.1 (Propriété de Liouville).Soit u une fonction de classeC2, bornée surR et telle queΛ2
α,βu = 0.

Alorsu est constante.

Démonstration. On décomposeu = ue + uo où ue (resp.uo) est la partie paire (resp. impaire) deu. Le ré-
sultat de [6] montre queue est constante. De plus, on montre qu’il existe une constanteC telle queuo(x) =
C(

∫ x

0 Aα,β(t)dt)/Aα,β(x). Mais la continuité deu′′
o enx = 0 imposeC = 0. �

Théorème 3.2. Soitf ∈ L1
α,β(R) telle queFf ∈ L1(R, dσ). La fonction

Gf (x) =
+∞∫
0

∫
R

h
(α,β)
t (x, y)f (y)Aα,β(y)dy dt

est bornée, de classeC2 sur R et satisfait l’équation de PoissonΛ2
α,βGf = −f . De plus, toute solution bornée

de classeC2 de cette équation est de la formeu = Gf + C oùC est une constante.

Démonstration. Par le théorème de Fubini et la formule d’inversion on a

Gf (x) =
+∞∫
0

∫
R

e−tλ2
ψ

(α,β)
λ (x)Ff (−λ)dσ(λ)dt.

D’où on déduit que|Gf (x)| � ∫
R

|Ff (−λ)|
λ2 dσ(λ) < +∞ puis queGf (x) = ∫

R

Ff (−λ)

λ2 ψ
(α,β)
λ (x)dσ(λ). On montre

alors facilement qu’on peut permuter le signe intégral et l’opérateurΛ2
α,β , ce qui donneΛ2

α,βGf = −f en utilisant

Λ2
α,βψ

(α,β)
λ = −λ2ψ

(α,β)
λ et la formule d’inversion. Toute autre solution bornée et de classeC2, est de la forme

Gf + C, d’après la propriété de Liouville.�
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4. Le processus de Jacobi–Dunkl sur R

Etant donné le semi-groupe(H (α,β)
t )t�0 défini dans le Théorème 2.1, on peut lui associer les noyaux de tr

tion P
(α,β)
t (x, dy) = h

(α,β)
t (x, y)Aα,β(y)dy (t > 0) qui sont des mesures de probabilité sur la tribu de BorelBR,

pour toutx ∈ R et t > 0. On dit qu’un processus de MarkovX = (Xt )t�0 avec de tels noyaux de transition est
processus de Jacobi–Dunkl (d’indice(α,β)) surR. Des propriétés immédiates de ce processus proviennent
structure du semi-groupe(H (α,β)

t )t�0. Par exemple, ces processus ont toujours une version à trajectoires

car le semi-groupe(H (α,β)
t )t�0 est de Feller. Pour une étude analogue dans le cas des processus de Dunkl

Pour terminer, on mentionne le résultat suivant :

Proposition 4.1. La valeur absolue(|Xt |)t�0 de X, est un processus de diffusion surR+ dont le générateu

infinitésimal est l’opérateur de Jacobi∆α,β = d2

dx2 + [(2α + 1)cothx + (2β + 1) tanhx] d
dx

.

Cette diffusion a été étudiée dans [8], voir aussi [10]. Par exemple, en utilisant (15), on vérifie que

h
( 1

2 ,− 1
2 )

t (x, y)A 1
2 ,− 1

2
(y) + h

( 1
2 ,− 1

2 )

t (x,−y)A 1
2 ,− 1

2
(−y) = e−t

√
πt

sinhy

sinhx
sinh

(
xy

2t

)
e−(x2+y2)/(4t), (17)

sont bien les densités de transition du processus de Jacobi d’indice(1
2,−1

2) appelé également processus de Be
hyperbolique de dimension 3 dont le générateur infinitésimal est

d2

dx2
+ 2 cothx

d

dx
.

(En général, ce générateur est multiplié par le facteur1
2 et dans (17)t est remplacé part2.) Enfin, on remarque qu

(|Xt |)t�0 étant un processus continu, ceci implique immédiatement que si le processus de Jacobi–Dunk
l’instant s, alors nécessairementXs = −Xs− .

Une étude détaillée des processus de Jacobi–Dunkl sera publiée prochainement.
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