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Résumeé

Nous présentons une preuve géométrique du théoréme de Kolchin qui utilise I'existence de résolutions des singularités en
caractéristique nulle. Nous montrons également les limites de cette technique en caractéristique positive en donnant un contre
exemplePour citer cet article: J. Nicaise, J. Sebag, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

Kolchin’s irreducibility theorem. In this Note, we give a geometric proof of Kolchin’s Theorem, using resolution of singu-
larities. We give a counter-example in positive characteri$bcite this article: J. Nicaise, J. Sebag, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Depuis une dizaine d’'années, le schéma des arcs tracés sur une variété (algéhrigieefon définit comme
la limite des espaces de jets stirlou comme I'espace des jets de longueur infinieXge est présent dans un
grand nombre d’articles et est au coeur d'un grand nombre de questions profondes (probléme de Nash, conjecture
de la monodromie. .). Pourtant peu de résultats concernent I'espace des arcs lui-méme ou étudient, de maniére
intrinséque, les propriétés de permanence de cette construction fonctorielle. L'une des seules réponses positives
ce type de questions est le «théoreme d’irréductibilité » de Kolchin. Originellement, ce théoréme est un énoncé
d’'algébre différentielle. Dans cette Note, nous donnons une preuve (strictement) géométrique d’'une traduction,
en termes de schémas des arcs, du théoreme d'irréductibilité de Kolchin et un contre-exemple a cet énoncé er
caractéristique > 0.

Nous nous intéressons également a la question de la décomposition en composantes irréductibles « des» sche
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mas des arcs tracés sur une variété algébrique[gUr et montrons que cette question n’est pas sans rapport, via
la théorie des dilatations, avec le probléme de Nash.

Notre point de vue permet, en particulier, de retrouver la finitude des familles de Nash sans passer (explicite-
ment) par I'application de Nash (cf. Corollaire 4.7).

2. Schéma des arcs versus algébre différentielle

Soit R = k[[¢]] un anneau de séries formelles a coefficients dans un kotjrsek-variété est un schéma réduit,
séparé et de type fini sér Pour I'étude du schéma des arcs on dispose de deux formalismes distincts :

(i) L'algébre différentielle On suppose que le corpss est de caractéristique 0. Placons-nous dans le
cas d'unek-variété affine X, définie par un idéal(J) dans A,’{V := Sped([X10,...,Xn0]. Considérons
la dérivation (i.e. I'application additive qui vérifie la regle de Leibni8)k[(X1,;)jeN, ..., (XN j)jen] —
k[(X1,j)jeN, ... (Xn,j)jen] définie pars(X; ;) = X; j+1, pour tout 1< i < N et toutj € N. La donnée dé
permet de munik[(Xy ;) jen. - - ., (Xn,;) jen] d’une structure d’anneau différentiel (au sens de Ritt, Kolchij.
On note cet anneau différentig] X } et{J} le radical de I'idéal différentiel engendré p@kr). Dans ce formalisme,
on dispose des énoncés suivants :

Théoréme 2.1(Kolchin, [5], Chapitre 1V, Proposition 1085i I'idéal (J) est premier, alors I'idéal différentig]l/}
est premier.

Théoréeme 2.2(théoréme de décompositioh)idéal différentiel{/} dek{ X } peut s’écrire comme une intersection
d’'un nombre fini d’idéaux différentiels premiers.

(i) La géométrie algébriquésoientn € N, X un R-schéma (formel) de type fini, séparé, et de fibre spéaiale
On noteL, (X) la restriction de Weil d&X x z R, par rapport au morphisme d’annedux> R, := k[[t]]/(t"*1).
Les k-schémas de type fink,(X) forment un systeme projectif, dont la limite existe dans la catégorie des
k-schémas (non de type fini en général). On nb{&) cette limite que I'on appellschémas des arcs tracés
sur X. On dispose d'uk-morphisme de projection : L(X) — X;. Si X est unk-schéma de type fini et séparé,
on noteL(X) au lieu deL(X x; R).

Les deux approches définissent bien le schéma des arcs tracés auec les notations ci-dessusksést un
corps de caractéristique nulle ¥tune souse-variété fermée dé”, définie par un idéalJ), alors lek-schéma
(L(X))req S'identifie au spectre de I'anne&{X }/{J}.

3. Théoréme de Kolchin

Dans ce paragraphe, on suppose que le dogsd de caractéristique O.

Proposition 3.1. Soientk un corps de caractéristique O &t unek-variété. AlorsL(X) \ L(Sg(X)) est un ouvert
dense dd.(X).

D’aprés le Lemme 2.12 de [4], tout arc passant paiXSgest la spécialisation d’'un arc daisdont le point
générique est dans \ Sg(X). La proposition en résulte.

1 Rappelons que, dans les années 60 (cf. [6]), J. Nash a construit une application injective de 'ensemble des familles de Nash (cf. Défini-
tion 4.6) d’unek-variété irréductible dans I'ensemble des composantes edienfmoralement la partie canonique) du diviseur exceptionnel
de toute résolution de cette variété. On sait aujourd’hui (cf. Exemple 4.5 de [4]) que cette application n’est pas surjective en général (cette
guestion de la surjectivité est généralement désignée comme le « probléme de Nash »).
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Théoréme 3.2.Soientk un corps de caractéristique 0 &t unek-variété. AlorsX est irréductible si et seulement
si L(X) estirréductible.

Il existe un morphismef:Y — X propre dek-schémas induisant un isomorphisme au-dessus §&g(X),
avecY régulier (cf. [2]). Le critére valuatif de propreté assure guénduit une application surjectivé(Y) \
h~Y(L(SgX))) — L(X) \ L(SgX)). On en déduit que 'ouvert (X) \ L(SgX)) est irréductible. L'énoncé du
théoréme découle alors de la Proposition 3.1.

Remarque 1.Dans le cas de la surface (irréductiblé)c AEZ définie par I’équationxi0 — X3,0X§,0 =0, le

Fo-schémar —1(Sg(X)) contient 'ouvert (non vide) dé (X) défini parXs 1 # O (avec les notations de §1, (i)).
Ceci implique que le théoréme de Kolchin ne s’étend pas en caractéristique positive.

Théoréme 3.3. Soientk un corps de caractéristique 0 ét unek-variété. SoientX;);c; les composantes irré-
ductibles dex. Alors L(X) = [ J;; L(X;) etlesL(X;) sont(exactementles composantes irréductibles de¢X).
ChaqueL(X;) est un sous-schéma fermé irréductibleldel) (cf. Théoréme 3.2). Supposons qlueX;) C
L(X;) (aveci # j € I). Soitx € X;. Considérons comme un arc constant si;. Par hypotheése; € L(X ;) et
par suitex € X ;. DoncX; C X;, ce qui estimpossible.
Soiento € X (F[[¢]]) un arc sutX, O le point fermé de Spei[[]] ety le point générique. Comme(0) € a(n),
«(0) € X; (et doncx € L(X;)) dés quex(n) € X;. DoncL(X) = J,c; L(X)).

4. Décomposition en composantes irréductibles et probleme de Nash

On suppose que le corpest parfait. Soix un schéma de type fini, séparé $urOn noteX; sa fibre spéciale.
Le R-morphisme canoniquEeq— X induit un homéomorphisme(Xed) — L(X). On munitL(X) et les sous-
k-schémas dé.(X) de leurs structures réduites. Biest réduit, on note &) I'ensemble des points singuliers
de X, i.e. le complémentaire daii&de I'ensemble des points réguliers Xiget Sm(X) I'ensemble des points d&
ou le morphisme structural — SpecRr est lisse.

Proposition 4.1.SoientX est unk-schéma de type fini, séparé, lisse ®yet(Ci);c; 'ensemble des composantes
connexes dé&(. Alors I'ensemble des composantes irréductibled d€) est égal a I’ensembl{ar‘l(Cj,) |iel},
our:L(X)— X, estle morphisme de projection canonique.

Dans le cas oX — Speck est lisse, le morphisme est une fibration localement triviale pour la topologie de
Zariski (passage a la limite dans [7]/3.4.2/2).

Corollaire 4.2. Si X estunR-schéma de type fini, séparé, régulier, alors 'ensemble des composantes irréductibles
de L(X) est fini.

Il suffit de remarquer que, dans ce cas, le morphisme canori¢fbi®(X)) — L(X) est un homéomorphisme,
car c’est une immersion ouverte par construction, qui est bijective sur les points ([1], Lemme 3.6/2, [3], Proposi-
tions 6.5.2/(ii) et 6.8.2, [3], Corollaire 17.7.2 pour se ramener au cas de [1], Proposition 3.1/2).

Théoréme 4.3.Soientk un corps de caractéristique et X un schéma réduit, de type fini et séparé gurl’en-
semble des composantes irréductibled.d&) est fini.

CommeL (Xpjay) — L(X) est un isomorphismeX(ja: désigne la réunion des composantes irréductiblex de
plates surR), on peut supposer quE est plat. On prouve le résultat par récurrence sur la dimensiok.de
CommeR est excellent, il existe uR-morphisme propré::Y — X, tel queY est régulier, et: est un iso-
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morphisme sutX \ Sg(X) (cf. [2]). Le Corollaire 4.2 assure que(Y) n’a qu'un nombre fini de composantes
irréductibles, et donc l'ouverk (Y) \ h~1(L(Sg(X)) également. Par le critére valuatif de propreté, I'application
h:L(Y)\ h~Y(L(SgX)) — L(X)\ L(SgX)) est surjective.

On se raméne alors au casldesg(X)), mais SgX) est de codimension au moins un dandl suffit de prouver
le résultat pour leR-schémas de type fini de dimension relative 0, ce qui est clair.

Définition 4.4. Si X est unR-schéma de type fini & un sous-schéma fermé &g, on appelle dilatation de centre
Z un X-schémaX; plat surR qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) la réduction modula du morphisme structuralX,); — X, se factorise paZ ;

(ii) tout X-schémau: Y — X plat surr, tel queu, se factorise paZ, se factorise pak; de maniére unique.

Un tel objet existe toujours et est unique. Une construction explicite est donnée dans [1] au Paragraphe 3.2.

Théoreme 4.5. Soit X un R-schéma de type fini, séparé, ¥t la dilatation de X de centreSg((Xs)red)-
Le R-morphisme canonique’: L(X,) — L(X) est une immersion fermée, qui induit un homéomorphisme sur
77 1(SY(Xs)red), oun : L(X) — X, estle morphisme de projection canonique.

Cette assertion est locale. On peut donc supposerXgseSpecR[ X ]/1. Dans ce cas[(X;) s'identifie a
Y :=L(Specr[X,T1/((gi —tTi)1gi<n, 1)), Si(t, g1, ..., gn) définit SY(X;)red) dans Spe&[ X 1. Le morphisme
u induit alors un isomorphisme desurz ~1(Sg((X)red)).

Définition 4.6. Soientk un corps de caractéristique 0Xtun k-schéma de type fini. On appefiemille de Nash
toute composante irréductible ae(Sg((X)red)).

Corollaire 4.7. Soit X unek-variété etX, la dilatation de X x; R de centreSg(X). Le schémaX n’a qu'un
nombre fini de familles de Nash et ce nombre est égal au nombre de composantes irréducfiljfes de

Corollaire 4.8. Si X est le cone affine d’'unevariété projective et lisse s, alors le nombre de familles de Nash
de X est égal au nombre de composantes irréductibles &e En particulier, I'application de Nash est bijective.

L'éclatement du point singulier dars fournit une résolution dont le nombre de composantes exceptionnelles
est égal a. Par ailleurs, dans ce ca%; = X x; R et'on conclut grace aux Théoremes 3.3 et 4.5.
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