Available online at www.sciencedirect.com

SGIENCE@DIHEGT’

cles
ELSEVIER C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 665-670

——_ COMPTES RENDUS

" MATHEMATIQUE

http://france.elsevier.com/direct/CRASS1/
Equations aux dérivées partielles
Borne sur I'advection et la hauteur d’eau du probleme
de shallow-water avec conditions aux limites de Dirichlet

Fabien Flori, Pierre Orenga

UMR 6134, université de Corse, quartier Grossetti, BP 52, 20250 Corte, France
Recu le 13 décembre 2004 ; accepté le 22 mars 2005

Présenté par Pierre-Louis Lions

Résumé

En utilisant certaines propriétés des espaces de Hardy nous donnons un résultat de régularité sur le terme d’'advection de:
équations de shallow-water. Une application de cette régularité est de permettre de montrer I'existence d’une hbfnadans
lable jusqu’au bord sur la hauteur d’eau pour des conditions aux limites de Diriebletciter cet article: F. Flori, P. Orenga,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Bound on the advection and the height of the shallow-water problem with Dirichlet boundary conditions. Using some
properties of the Hardy spaces, we give a regularity result on the advection term of the shallow-water equations and we show
a L2 bound holding up to the boundary on the water height with Dirichlet boundary condifiortste this article: F. Flori,

P. Orenga, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abridged English version

We consider solutioné, u) of

B .
a—b;—i—(wV)u—,uAu—i—th:O, inQ=2x(0,7T),
oh
(F) a7t div(hu) =0, inQ =8 x(,7), (1)
u=0, onX=Ix(0,T),

u(t=0)=ug(x), h(t=0=hox)>0 IinR
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wherea > 0, 1 > 0, T > 0 ands2 is a smooth open domain &?. We setug € L2(£20), ho andhglogho € L1(£2),
moreover, as P.-L. Lions in [7] or Orenga in [9], we suppose that:

1 2 _

—/|uo|2dx+a/hologhodx< M—Z—i-a/hologhodx

2 22
2 2 2

wherehg = é Jo hodx andCy is the best constant of the Gagliardo—Niremberg inequality

1/2

1/2
lull oy < Collull g el

H(2)"

The notion of weak solutions we use s> 0, hlogh € L®(0, T; LY(£2)), u € L>®(0, T; L?(£2)) N L%(0, T;
H&(.Q)) and the above equations hold in the distribution sense. Our goal is to extend a botirid @%(Q)
obtained by Pierre-Louis Lions [8] for a problem with low Reynolds number to a problem with advection (shallow-

water). LetB; be the ball of centex € 2 and radiusy. We noticeH1(R?) the Hardy space characterized as
follows:

HY(R2) = {f e LY(R?) | suplh, = f| € Ll(RZ)}
n=0

whereh, (x) = n—zh(%) > 0, belongs taC” (R?) and satisfies supp, (x) C By, fR2 hy(x)dx =1 (see Fefferman

and Stein [5], Coifman and Weiss [3]). In [2] and [6], the authors introduce Hardy spaces defined on bounded
domains. One such spacefi§ (2) = { f € L1(£2) | f. e HX(R?)} where . is the zero extension of to R2. All
function f of H1($2) verifies [, f dx = 0. We set

2

9 )

uVu; = Zuk azk +(—D'ujrotu=To+T1
=1 !

with i # j. Our first result is (Section 2)

Lemme 0.1. Under the previous assumptions, Tp € L?(0, T; H~1(£2)), T1 € L?(0,T; H1(2)) + LY(O, T,
whi@)).

A consequence of this regularity on the advection is (Section 3)
Théoréme 0.2. There exists a solution (i, u) such that 2 € L2(Q) and u € CO([0, T]; L2(£2)).

A similar result is obtained by Chatelon and Orenga in [1] when the following boundary conditions are consid-
erediu-n=Curlu=00nX.

1. Introduction

On s'intéresse aux solutior(, x) de (F). On poseug € L2(£20), ho et hologhg € L1(£2), de plus, comme
P.-L. Lions dans [7] ou Orenga dans [9], on suppose que :
1 2 w2

+a/hologh_odx
2 2 0

oUhg= é fQ hodx etCy est la meilleure constante de l'inégalité de Gagliardo—Niremberg

1/2

1/2
ltll a2y < Collull 2 o lully!

Hg(2)"
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La notion de solutions faibles utilisée esth:> 0, hlogh € L0, T; LY(2)), u € L0, T; L%(2)) N
L0, T; Hol(Q)) et les équations précédentes sont vérifiees au sens des distributions. Notre but est d’étendre
une borne suf dansL?(Q) obtenue par Pierre-Louis Lions [8] dans le cas d’'un fluide avec faible nombre de
Reynolds a un probléme avec advection tel que celui de shallow-water. En utilisant certaines propriétés des es-
paces de Hardy, on montre des résultats de régularité sur le terme d’advectidy. A la Section 3, en utilisant
ces résultats sur le terme d’advection et en adaptant la méthode décrite dans [8] on obtient la borne annoncée su
h dansL?(Q). En appliquant le théoréme des dérivées intermédiaires & I'équation des moments, on vérifie que
ueCO0, T]; L3(£2)).

Un résultat similaire est montré par Chatelon et Orenga dans [1] pour des conditions aux limitesuduitype
rotu = 0 surX. Avec ces conditions, cette régularité permet d’obtenir la régulafitét I'unicité de la solution ce
qui n’est pas le cas ici.

2. Uneestimation sur letermed’advection (u - V)u

Soit By la boule de centre et de rayon;. Dans la suite, on noti/(R?) I'espace des fonctiong € H1(R?)
dont la dérivée au sens des distribtuidng est encore darg*(R?) I'espace de Hardy défini par :

HARD) =/ e L'®D) | Suplhy * f1 € LY@}

ouh (x)—n_zh( )>0, appartlenta?go(Rz) et vérifie : supph, (x) C By, [p2h1y(x) dx = 1 (voir Fefferman and

Stein [5], C0|fman and Weiss [3]). Notons que(R?) est un sous espace de I'espace de Sobdlé¥(R?). Dans
[2] et [6], les auteurs introduisent des espaces de Hardy définis sur des domaines bornés. Un de ces espaces est :

HY2)={f e LX) | f. e HAR?)}

ou f, estle prolongement par O q“edansR2 Toute fonctionf deHl(.Q) vérifie [, f dx =0. On réécrit le terme

d’advection sous la formexVu; = Z,f 1uk dx + (— 1)’14} rotu = Tp + T1 aveci # j. On montre alors le résultat
suivant :

Lemme 2.1. Sous les hypothéses de la Section 1, Tp € L2(0, T; H~X(£2)), T1 € L%(0, T; H(£2)) + L1(0, T,
whi@)).

Démonstration. Dans ce qui suit, on notg:, «) une solution de (1) prolongée pd, 0) dansR?. En particulier,
u étant borné dan&?(0, T; Hl(Q)) on peut le prolonger ainsi que ses derlvg?gspar 0 dansR?2. On véri-

fie facilement quely est borné dan&?(0, T; H~1(£2)) caru; est borné danﬂ“(Q). Pour estimeiT; dans un
Hardy, on remarque que sur toute bod de centrex et de rayon, la restriction dex a B; est bornée dans

L>®,T; LZ(B;;)) NL%0,T; Hl(B,’;)) etu peut s'écrire sur toute boulg! :

u = Vp, +Rotg; 2
olg} € L%(0,T; H}(B})) et Rotg} - n =0 surd B} [4].
Remarque 1. SoientB;, et B;,/ deux boules telles qusn = B; N Bj;,/ # (. Sur chacune de ces boulegeut

étre décomposé de fagon unique en utilisant (2). Il est clair quq,;R,étRotq;,’ sur Bn, toutefois on a : rat =
rot Rotg;* = rot Rotq;"f sur Bn.

En utilisant la décomposition (3) et la Remarque 1, sur toute bBjjel vient :
T1 = —rot(u; Rotg,) + Rotu ; Rotg, = A} + C;) 3)
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ou Ay verifie :
/A;dx:o and A7 =0 onR*\£. (@)
2

Pour établir le résultat annoncé siif, on poseli(x) = hy * A (x) et Ip(x) = hy * 35” (x) puis on montre

successivement quésup, .o |71(x)|dx € L?(0, T) et [ sup,_q|l2(x)|dx € L*(0, T). Traitons en premier lieu le
termel1(x).Ona:

— Rotg*
Il(x)z_/izRoth(x y>uj(y)ﬂ dy
O n n
n

n

et avec l'inégalité de Holder, il vient :

1/p N 1/
NI(x) < C1<][ |”j|ﬂ> (J[(I Rotg; [n~7) ) .
By B

n

Or, la moyenne de Raf; étant nulle surB;; et sachant que Rgf - n = 0 surdB;, en utilisant I'inégalité de
Poincaré—Sobolev et la remarque précédente, on obtient :

A /8 1/a 1/«
(froan ") <cof firotRowgie) " = co( f irotur)
B B X

1 [ [
avecl —3=1- % = ﬁi Ainsi, en posant syp o f g: | f| = M(f), il vient :
/ supl73(v)] dr < C / (M (1 19))# (M) rotul®)) ™ d
n>0

2
et avec l'inégalité de Holder :

1 1 1
[ surneol s < cal s () M (rotul®) [, 5+~ =1
n>0 p p
Finalement, si on chois@g < p eta < p’, le théoreme du maximum de Hardy-Littlewood montre que :
[ suineo g < Calluyna lrotul o (5)
n>
Sion posep = p’ = 2, alors (5) montre que :
/suqll(x)| drx € L2(0, T). (6)
n>0

Ainsi A € L?(0, T; H*(R?)) et compte tenu des propriétés (4 € L?(0, T: H1(£2)). Estimons mainte-
nant/>(x).Ona:

10h(x— Rotg; (y)
Ig(x):/—2—< y)ROtuj(y)—ndy.
FA ncady\ n n

i

En utilisant les mémes arguments que phuix), on montre que

/sug I(x)| dx < Call Rotu | 2 |l TOtull 120
n>
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Ainsi :

/squZ(x)| dr € L1(0, T) )

n>0

etCy € LY0, T; W(R?)). CommeW (R?) c WH(R?) il est clair queC} € L1(0, T;: W-1(£2)). Des résultats (6)
et (7) on déduit I'estimation annoncée syrdansL?(0, T; H1(£2)) + L0, T, Wii(2)). O

3. Unebornesur h dans L2

L'estimation obtenue sui - V)u permet de montrer le résultat :
Théoréme 3.1. 1l existe une solution (i, u) de (F) telleque h € L2(Q) et u € CO([0, T1; L3(£2)).
Démonstration. Pour obtenir une borne sirdansL?(Q) on s’inspire des travaux de P.-L. Lions dans [8]. On
introduit I'opérateur de StokeS(IT) = p ou (s, p) est 'unique solution de-As + Vp = IT danss2, divs =0
dans$2, s =0 surds2 et fg pdx = 0. On sait queS est borné deW 17 (£2) dansL’(£2) et deL’(£2) dans
WLr(2) avec 1< r < 0o0. On poselT = —uAu € L2(0,T; W—12(2)), alorsp = S(—uAu) € L2(2 x (0,T))

et I'équation des moments s x (0, T') s'écrit :

9
—As+V(p+ah) = —a—b: — - Vu.

Ainsi :
- ou
p—i—ah—ah:—S(E) —S((M-V)u) (8)
ouh =3 [, hodx. Le domaines2 étant indépendant du temps, aleigL) = 25 et 'Eq. (7) conduit a:
_ aS(u)
2
a||h||L2(_QX(O’T)) = / (=p+ah)h — / h TR / S((u . V)u)h. 9)
2x(0,T) 2x(0,T) 2x(0,T)
Dans le second membre de (8), le premier terme s’estime aisement en foncfioih @, . o, r),- Pour le second,
ona:
osw [ d oh
u
. h =— | — [ Swh Su)—. 10
[ =[5 [sans [ sw? (10)
2x(0,T) 0 Q 2x(0,T)

On introduit les espaces de Orlidz4(£2), La(£2) et L ;,(£2) ou A est la N-fonction définie paid(t) =
exp(t?) — 1 et A’ est la N-fonction complémentaire 4, équivalente a la N-fonctiood’ définie par.A’(r) =
t/logt(r). Orhlogh € L0, T; L1(£2)) et S(u) € L>(0, T; V) ou V est I'ensemble des fonctions del(£2)
de moyenne nulle. Ainsi, en utilisant I'inégalité de Trudingief(u) |1 ,(2) < kllull 2.5y €t on obtient :

/S(u)h < C5HS(M)”LA(Q)||h||LA,(Q) borné dand.* (0, T). (11)
2

En outre, on aVS(u) € L2(2 x (0, T)) et en utilisant 'équation de continuité :

oh
£2x(0,T) 2x(0,7)
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En portant (10)—(12) dans (9), il vient :

2
alltll 2 0.7y < C7(L+ Ikl 22 0.7) + / S(@u - Vyu)h. (13)
2x(0.7)

La principale difficulté concerne I'estimation du dernier terme de (13) et pour le majorer, le résultat sur le terme
d’advection s’avere utile. En décomposant le terme d’advection comme a la Section 2, il vient :

1
/ S(-Vyu)h=y" / S(Ty)h. (14)

2x(0.7) i=0 o (0.7)

Or, on sait quelp € L2(0, T; H~1(2)) et queTy = Ti1 + Tiz avecTig € L2(0, T; HE(2)) et Tz € L0, T;
wil(2)). CommeHl(2) c H~1(£2) alorsS(Tp) et S(T11) sont bornés dans?(£2 x (0, T)). Ainsi :

1
Z / S(Ti)h < (” S(To) HLZ(.QX(O,T)) + ” S(T11) ||L2(Q><(0,T))) ”h”LZ(QX(O,T)) + f S(T12)h. (15)
iZO.QX(O,T) £2x(0,T)

En outre, commeWl1(2) c L2(2), alors S(T12) est borné dans (0, T; V). En utilisant le fait que
”S(TlZ)”Ll(O,T;LA(_Q)) S k”TlZ”Ll(O,T;LZ(.Q))' || Vient .

T
S(T12)h < 2/ ||S(T12) ”LA(_Q)”hHLA/(.Q) < C8||T12||L1(0,T;L2(Q)) SU%/ /I/(h(f)) dx + 1) (16)
£2x(0,T) 0 i 2

d’ou I'on tire une borne sufm(oyn S(T12)h. Finalement, en portant (14)—(15) dans (12), on parvient a :

2

”h”LZ(QX(O,T)) - C9”h”L2(Qx(O’T)) - ClO < 0 (17)
d’ou I'on déduit quei est borné dan&?(Q). La borne sur dansCO([0, T']; L2(£2)) est une conséquence directe
du théoréme des dérivées intermédiaires appliqué a I'équation des moments.
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