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Résumé

En utilisant certaines propriétés des espaces de Hardy nous donnons un résultat de régularité sur le terme d’adv
équations de shallow-water. Une application de cette régularité est de permettre de montrer l’existence d’une borne daL2 va-
lable jusqu’au bord sur la hauteur d’eau pour des conditions aux limites de Dirichlet.Pour citer cet article : F. Flori, P. Orenga,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Bound on the advection and the height of the shallow-water problem with Dirichlet boundary conditions. Using some
properties of the Hardy spaces, we give a regularity result on the advection term of the shallow-water equations and
a L2 bound holding up to the boundary on the water height with Dirichlet boundary conditions.To cite this article: F. Flori,
P. Orenga, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We consider solutions(h,u) of

(F)




∂u

∂t
+ (u · ∇)u − µ�u + a∇h = 0, in Q = Ω × (0, T ),

∂h

∂t
+ div(hu) = 0, in Q = Ω × (0, T ),

u = 0, onΣ = Γ × (0, T ),

u(t = 0) = u0(x), h(t = 0) = h0(x) � 0 in Ω

(1)
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allow-
as

ounded

onsid-
wherea > 0,µ > 0,T > 0 andΩ is a smooth open domain ofR
2. We setu0 ∈ L2(Ω0), h0 andh0 logh0 ∈ L1(Ω),

moreover, as P.-L. Lions in [7] or Orenga in [9], we suppose that:

1

2

∫
Ω

|u0|2 dx + a

∫
Ω

h0 logh0 dx <
µ2

2C2
0

+ a

∫
Ω

h0 logh0 dx

whereh0 = 1
Ω

∫
Ω

h0 dx andC0 is the best constant of the Gagliardo–Niremberg inequality

‖u‖L4(Ω) � C0‖u‖1/2
L2(Ω)

‖u‖1/2
H1

0 (Ω)
.

The notion of weak solutions we use is:h � 0, h logh ∈ L∞(0, T ;L1(Ω)), u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;
H 1

0 (Ω)) and the above equations hold in the distribution sense. Our goal is to extend a bound onh in L2(Q)

obtained by Pierre-Louis Lions [8] for a problem with low Reynolds number to a problem with advection (sh
water). LetBx

η be the ball of centerx ∈ Ω and radiusη. We noticeH1(R2) the Hardy space characterized
follows:

H1(R2) =
{
f ∈ L1(R2)

∣∣ sup
η�0

|hη ∗ f | ∈ L1(R2)
}

wherehη(x) = η−2h(x
η
) � 0, belongs toC∞

0 (R2) and satisfies supphη(x) ⊂ Bx
η ,

∫
R2 hη(x)dx = 1 (see Fefferman

and Stein [5], Coifman and Weiss [3]). In [2] and [6], the authors introduce Hardy spaces defined on b
domains. One such space isH1

z(Ω) = {f ∈ L1(Ω) | fz ∈ H1(R2)} wherefz is the zero extension off to R
2. All

functionf of H1
z(Ω) verifies

∫
Ω

f dx = 0. We set

u∇ui =
2∑

k=1

uk

∂uk

∂xi

+ (−1)iuj rotu = T0 + T1

with i �= j . Our first result is (Section 2)

Lemme 0.1. Under the previous assumptions, T0 ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), T1 ∈ L2(0, T ;H1
z(Ω)) + L1(0, T ,

W1,1(Ω)).

A consequence of this regularity on the advection is (Section 3)

Théorème 0.2. There exists a solution (h,u) such that h ∈ L2(Q) and u ∈ C0([0, T ];L2(Ω)).

A similar result is obtained by Chatelon and Orenga in [1] when the following boundary conditions are c
ered:u · n = Curlu = 0 onΣ .

1. Introduction

On s’intéresse aux solutions(h,u) de (F). On poseu0 ∈ L2(Ω0), h0 et h0 logh0 ∈ L1(Ω), de plus, comme
P.-L. Lions dans [7] ou Orenga dans [9], on suppose que :

1

2

∫
Ω

|u0|2 dx + a

∫
Ω

h0 logh0 dx <
µ2

2C2
0

+ a

∫
Ω

h0 logh0 dx

oùh0 = 1
Ω

∫
Ω

h0 dx etC0 est la meilleure constante de l’inégalité de Gagliardo–Niremberg

‖u‖ 4 � C0‖u‖1/2 ‖u‖1/2
.
L (Ω) L2(Ω) H1

0 (Ω)
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La notion de solutions faibles utilisée est :h � 0, h logh ∈ L∞(0, T ;L1(Ω)), u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩
L2(0, T ;H 1

0 (Ω)) et les équations précédentes sont vérifiées au sens des distributions. Notre but est d
une borne surh dansL2(Q) obtenue par Pierre-Louis Lions [8] dans le cas d’un fluide avec faible nomb
Reynolds à un problème avec advection tel que celui de shallow-water. En utilisant certaines propriétés
paces de Hardy, on montre des résultats de régularité sur le terme d’advection(u · ∇)u. A la Section 3, en utilisan
ces résultats sur le terme d’advection et en adaptant la méthode décrite dans [8] on obtient la borne ann
h dansL2(Q). En appliquant le théorème des dérivées intermédiaires à l’équation des moments, on vér
u ∈ C0([0, T ];L2(Ω)).

Un résultat similaire est montré par Chatelon et Orenga dans [1] pour des conditions aux limites du typeu · n =
rotu = 0 surΣ . Avec ces conditions, cette régularité permet d’obtenir la régularitéLp et l’unicité de la solution ce
qui n’est pas le cas ici.

2. Une estimation sur le terme d’advection (u ·∇)u

Soit Bx
η la boule de centrex et de rayonη. Dans la suite, on noteW(R2) l’espace des fonctionsf ∈ H1(R2)

dont la dérivée au sens des distribtuionsDf est encore dansH1(R2) l’espace de Hardy défini par :

H1(R2) =
{
f ∈ L1(R2)

∣∣ sup
η�0

|hη ∗ f | ∈ L1(R2)
}

oùhη(x) = η−2h(x
η
) � 0, appartient àC∞

0 (R2) et vérifie : supphη(x) ⊂ Bx
η ,

∫
R2 hη(x)dx = 1 (voir Fefferman and

Stein [5], Coifman and Weiss [3]). Notons queW(R2) est un sous espace de l’espace de SobolevW1,1(R2). Dans
[2] et [6], les auteurs introduisent des espaces de Hardy définis sur des domaines bornés. Un de ces espa

H1
z(Ω) = {

f ∈ L1(Ω) | fz ∈H1(R2)
}

oùfz est le prolongement par 0 def dansR2. Toute fonctionf deH1
z(Ω) vérifie

∫
Ω

f dx = 0. On réécrit le terme

d’advection sous la forme :u∇ui = ∑2
k=1 uk

∂uk

∂xi
+ (−1)iuj rotu = T0 + T1 aveci �= j . On montre alors le résulta

suivant :

Lemme 2.1. Sous les hypothèses de la Section 1, T0 ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), T1 ∈ L2(0, T ;H1
z(Ω)) + L1(0, T ,

W1,1(Ω)).

Démonstration. Dans ce qui suit, on note(h,u) une solution de (1) prolongée par(0,0) dansR2. En particulier,
u étant borné dansL2(0, T ;H 1

0 (Ω)), on peut le prolonger ainsi que ses dérivées∂u
∂xi

par 0 dansR2. On véri-

fie facilement queT0 est borné dansL2(0, T ;H−1(Ω)) car uk est borné dansL4(Q). Pour estimerT1 dans un
Hardy, on remarque que sur toute bouleBx

η de centrex et de rayonη, la restriction deu à Bx
η est bornée dan

L∞(0, T ;L2(Bx
η )) ∩ L2(0, T ;H 1(Bx

η )) etu peut s’écrire sur toute bouleBx
η :

u = ∇px
η + Rotqx

η (2)

oùqx
η ∈ L2(0, T ;H 1

0 (Bx
η )) et Rotqx

η · n = 0 sur∂Bx
η [4].

Remarque 1. SoientBx
η et Bx′

η′ deux boules telles queB∩ = Bx
η ∩ Bx′

η′ �= ∅. Sur chacune de ces boulesu peut

être décomposé de façon unique en utilisant (2). Il est clair que Rotqx
η �= Rotqx′

η′ surB∩, toutefois on a : rotu =
rot Rotqx

η = rotRotqx′
η′ surB∩.

En utilisant la décomposition (3) et la Remarque 1, sur toute bouleBx
η , il vient :

T = − rot(u Rotqx) + Rotu Rotqx = Ax + Cx (3)
1 j η j η η η
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-

oùAx
η vérifie :∫
Ω

Ax
η dx = 0 and Ax

η = 0 onR
2\Ω. (4)

Pour établir le résultat annoncé surT1, on poseI1(x) = hη ∗ Ax
η(x) et I2(x) = hη ∗ ∂Cx

η

∂y
(x) puis on montre

successivement que
∫

supη>0 |I1(x)|dx ∈ L2(0, T ) et
∫

supη>0 |I2(x)|dx ∈ L1(0, T ). Traitons en premier lieu le
termeI1(x). On a :

I1(x) = −
∫
Bx

η

1

η2
Roth

(
x − y

η

)
uj (y)

Rotqx
η (y)

η
dy

et avec l’inégalité de Holder, il vient :

I1(x) � C1

(
−
∫
Bx

η

|uj |β
)1/β(

−
∫
Bx

η

(|Rotqx
η |η−1)β ′

)1/β ′

.

Or, la moyenne de Rotqx
η étant nulle surBx

η et sachant que Rotqx
η · n = 0 sur ∂Bx

η , en utilisant l’inégalité de
Poincaré–Sobolev et la remarque précédente, on obtient :(

−
∫
Bx

η

(|Rotqx
η |η−1)β ′

)1/β ′

� C2

(
−
∫
Bx

η

| rot Rotqx
η |α

)1/α

= C2

(
−
∫
Bx

η

| rotu|α
)1/α

avec 1
α

− 1
2 = 1− 1

β
= 1

β ′ . Ainsi, en posant supη>0 −
∫

Bx
η
|f | = M(f ), il vient :∫

sup
η>0

∣∣I1(x)
∣∣dx � C3

∫
Ω

(
M

(|uj |β
))1/β(

M
(| rotu|α))1/α dx

et avec l’inégalité de Holder :∫
sup
η>0

∣∣I1(x)
∣∣dx � C3

∥∥M
(|uj |β

)∥∥1/β

Lp/β

∥∥M
(| rotu|α)∥∥1/α

Lp′/β ,
1

p
+ 1

p′ = 1.

Finalement, si on choisitβ < p etα < p′, le théorème du maximum de Hardy–Littlewood montre que :∫
sup
η>0

∣∣I1(x)
∣∣dx � C3‖uj‖Lp(Ω)‖ rotu‖

Lp′
(Ω)

. (5)

Si on posep = p′ = 2, alors (5) montre que :∫
sup
η>0

∣∣I1(x)
∣∣dx ∈ L2(0, T ). (6)

Ainsi Ax
η ∈ L2(0, T ;H1(R2)) et compte tenu des propriétés (4),Ax

η ∈ L2(0, T ;H1
z(Ω)). Estimons mainte

nantI2(x). On a :

I2(x) =
∫
Bx

η

1

η2

∂h

∂y

(
x − y

η

)
Rotuj (y)

Rotqx
η (y)

η
dy.

En utilisant les mêmes arguments que pourI1(x), on montre que∫
sup

∣∣I2(x)
∣∣dx � C4‖Rotuj‖L2(Ω)‖ rotu‖L2(Ω).
η>0
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)

On

,

Ainsi :∫
sup
η>0

∣∣I2(x)
∣∣dx ∈ L1(0, T ) (7)

etCx
η ∈ L1(0, T ;W(R2)). CommeW(R2) ⊂ W1,1(R2) il est clair queCx

η ∈ L1(0, T ;W1,1(Ω)). Des résultats (6
et (7) on déduit l’estimation annoncée surT1 dansL2(0, T ;H1

z(Ω)) + L1(0, T ,W1,1(Ω)). �

3. Une borne sur h dans L2

L’estimation obtenue sur(u · ∇)u permet de montrer le résultat :

Théorème 3.1. Il existe une solution (h,u) de (F) telle que h ∈ L2(Q) et u ∈ C0([0, T ];L2(Ω)).

Démonstration. Pour obtenir une borne surh dansL2(Q) on s’inspire des travaux de P.-L. Lions dans [8].
introduit l’opérateur de StokesS(Π) = p où (s,p) est l’unique solution de−�s + ∇p = Π dansΩ , divs = 0
dansΩ , s = 0 sur ∂Ω et

∫
Ω

p dx = 0. On sait queS est borné deW−1,r (Ω) dansLr(Ω) et deLr(Ω) dans
W1,r (Ω) avec 1< r < ∞. On poseΠ = −µ�u ∈ L2(0, T ;W−1,2(Ω)), alorsp = S(−µ�u) ∈ L2(Ω × (0, T ))

et l’équation des moments surΩ × (0, T ) s’écrit :

−�s + ∇(p + ah) = −∂u

∂t
− (u · ∇)u.

Ainsi :

p + ah − ah̄ = −S

(
∂u

∂t

)
− S

(
(u · ∇)u

)
(8)

où h̄ = 1
Ω

∫
Ω

h0 dx. Le domaineΩ étant indépendant du temps, alorsS(∂u
∂t

) = ∂S(u)
∂t

et l’Éq. (7) conduit à :

a‖h‖2
L2(Ω×(0,T ))

=
∫

Ω×(0,T )

(−p + ah̄)h −
∫

Ω×(0,T )

h
∂S(u)

∂t
−

∫
Ω×(0,T )

S
(
(u · ∇)u

)
h. (9)

Dans le second membre de (8), le premier terme s’estime aisément en fonction de‖h‖L2(Ω×(0,T )). Pour le second
on a :

−
∫

Ω×(0,T )

h
∂S(u)

∂t
= −

T∫
0

d

dt

∫
Ω

S(u)h +
∫

Ω×(0,T )

S(u)
∂h

∂t
. (10)

On introduit les espaces de OrliczLA(Ω), LA′(Ω) et LÃ′(Ω) où A est la N-fonction définie parA(t) =
exp(t2) − 1 et A′ est la N-fonction complémentaire àA, équivalente à la N-fonctionÃ′ définie parÃ′(t) =
t
√

log+(t). Or h logh ∈ L∞(0, T ;L1(Ω)) et S(u) ∈ L∞(0, T ;V ) où V est l’ensemble des fonctions deH 1(Ω)

de moyenne nulle. Ainsi, en utilisant l’inégalité de Trudinger,‖S(u)‖LA(Ω) � k‖u‖L2(Ω) et on obtient :∫
Ω

S(u)h � C5
∥∥S(u)

∥∥
LA(Ω)

‖h‖LA′ (Ω) borné dansL∞(0, T ). (11)

En outre, on au∇S(u) ∈ L2(Ω × (0, T )) et en utilisant l’équation de continuité :∫
S(u)

∂h

∂t
=

∫
∇S(u)uh � C6

(
1+ ‖h‖L2(Ω×(0,T ))

)
. (12)
Ω×(0,T ) Ω×(0,T )
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terme

te

conseils.

s 3 (1998)

93)

al. Non

e Dirichlet,

04.
En portant (10)–(12) dans (9), il vient :

a‖h‖2
L2(Ω×(0,T ))

� C7
(
1+ ‖h‖L2(Ω×(0,T ))

) +
∫

Ω×(0,T )

S
(
(u · ∇)u

)
h. (13)

La principale difficulté concerne l’estimation du dernier terme de (13) et pour le majorer, le résultat sur le
d’advection s’avère utile. En décomposant le terme d’advection comme à la Section 2, il vient :

∫
Ω×(0,T )

S
(
(u · ∇)u

)
h =

1∑
i=0

∫
Ω×(0,T )

S(Ti)h. (14)

Or, on sait queT0 ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) et queT1 = T11 + T12 avecT11 ∈ L2(0, T ;H1
z(Ω)) et T12 ∈ L1(0, T ;

W1,1(Ω)). CommeH1
z(Ω) ⊂ H−1(Ω) alorsS(T0) etS(T11) sont bornés dansL2(Ω × (0, T )). Ainsi :

1∑
i=0

∫
Ω×(0,T )

S(Ti)h �
(∥∥S(T0)

∥∥
L2(Ω×(0,T ))

+ ∥∥S(T11)
∥∥

L2(Ω×(0,T ))

)‖h‖L2(Ω×(0,T )) +
∫

Ω×(0,T )

S(T12)h. (15)

En outre, commeW1,1(Ω) ⊂ L2(Ω), alors S(T12) est borné dansL1(0, T ;V ). En utilisant le fait que
‖S(T12)‖L1(0,T ;LA(Ω)) � k‖T12‖L1(0,T ;L2(Ω)), il vient :

∫
Ω×(0,T )

S(T12)h � 2

T∫
0

∥∥S(T12)
∥∥

LA(Ω)
‖h‖LA′ (Ω) � C8‖T12‖L1(0,T ;L2(Ω)) sup

τ

(∫
Ω

Ã′(h(τ)
)
dx + 1

)
(16)

d’où l’on tire une borne sur
∫
Ω×(0,T )

S(T12)h. Finalement, en portant (14)–(15) dans (12), on parvient à :

‖h‖2
L2(Ω×(0,T ))

− C9‖h‖L2(Ω×(0,T )) − C10 � 0 (17)

d’où l’on déduit queh est borné dansL2(Q). La borne suru dansC0([0, T ];L2(Ω)) est une conséquence direc
du théorème des dérivées intermédiaires appliqué à l’équation des moments.�
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