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Résumé

On se place dans le cas de la dimension 1, et on étudie les propriétés dispersives de la solution de I'équation de Schrédinge!
sans passer par une écriture explicite de la solution, on montre une estimation de Strichartz locale pour desgné(ﬁﬁques
Cette méthode permet de retrouver I'estimation de dispersion classique dans le cas a coefficients constants en toute dimensior
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Abstract

Dispersion and Strichartz inequalities for the 1D Schrédinger equation with variables coefficientsWe study the dis-
persive properties of the solution to the 1D Schrédinger equation without an explicit formula of the solution, and we prove local
Strichartz estimates for metrigse Cg. In the constant coefficient Schrodinger equation case, this method provides the classical
dispersion in all dimensiorTo cite thisarticle: D. Salort, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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1. Introduction

Les estimations de Strichartz sont fondamentales pour la compréhension de I'équation de Schrodinger non
linéaire [6,4,7]. Plusieurs travaux ont été consacrés a I'étude de I'équation de Schrédinger a coefficients variables.
Staffilani et Tataru ont prouvé dans [9] des estimations de Strichartz pour certaines métriqgues peu régulieres de
classe?; l'article de Burq, Gérard, et Tzvetkov [2] montre dans un cadre général des inégalités de Strichartz avec
perte de dérivée. L'article de Banica [1] traite le cas particulier de la dimension 1 pour certaines foaqigns
réguliéres, et donne des contre-exemples en ce qui concerne les phénoménes de dispersion. Dans l'article de Bur

Adresse e-mailsalort@ann.jussieu.fr (D. Salort).

1631-073X/$ — see front mattdrl 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserveés.
doi:10.1016/j.crma.2005.02.005



428 D. Salort/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 427—-430

et Planchon [3], il est montré que en dimension 1, I'estimation de Strichartz classique est vérifiée globalement pour
toute fonctiong € BV. Le but de cette Note est d’étudier les propriétés dispersives de I'équation de Schrédinger a
coefficients variables en dimension un qui est donnée par

10;u + Ayu=0,
{u(O, X) =gu0(x) (1)

avecA, = (gu’)’ ol la métriqueg € C,f(R), est uniformément majorée et minorée. L'idée générale ici va étre de
montrer une estimation de dispersion en utilisant la commutation d’'un champs de vecteurs.
Tout d’abord, on obtient I'estimation de Strichartz locale suivante :

Théoréme 1.1. Soitu la solution de I'équation de Schréding€t). Alors on a I'estimation de Strichartz suivante
pour tout intervallel de longueur finie

”M”L’(I,Lz) < C(I)”MO”LZ

pour tout couple(r, ¢) vérifiant 2 + % =1
De plus, on obtient I'estimation de dispersion suivante :

Théoréme 1.2.Soitu la solution de I'équation de Schréding€r). Supposons qu'il existe> 0 tel que pour tout
k € {1, 2} on ait

(k) <
|g (x)‘ ~ @A+ |x|)k/4+e ’

alors on a I'estimation de dispersion suivante

-1/2 1/2
lullzoe < CtY2)uoll 1 + 12 uoll 2.

2. Estimation de dispersion en dimension 1 dans le cas a coefficients variables et estimation de Strichartz
2.1. Inégalité de Sobolev Klainerman via I'opératefy
Soita € R, et soitZ, ., 'opérateur donné pak, o := —2r(g¥%) +ip — ix avecd (x) := [y g~ Y/?(y) dy.

Proposition 2.1. Soit, pour tout € R, un opérateum(¢) : L% — L2 tel que poum € {0, 2} on ait
12500 @] 2 S 2.« Ou©) ] 12,
alors, on a 'estimation suivante

1
4] S 175172 @uCO) | ol 3

On peut supposer que= 0; le casx # 0 se traitant de maniére analogue. Posong := Z,.

L'idée de la preuve est de décomposer I'espace des phases en deux zones déterminées par la valeur de la fonctic
2T 2. Pour cela, on décomposedans 'espace des phases de la fagon suivante :

u(t, x) = / @8y (1, ¢~Y(y)) dy .
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En faisant le changement de variabtes ¢ —1(y), on obtient que
u(t,x)gl/z(x):/ei(¢<x)_¢(y)’5>u(t,y) dy .

Soity € C°(R) une fonction de troncature telle que= 1 sur l'intervalle[—1, 1].
On écritug/2 = uy + up avec

U= / ei(¢(x)—¢(y),§)(p<b<7¢(x) —12-¢(y) — ZIE))M(I, y) dyds.

Lemme 2.2. On a les estimations suivantes

Jur(e, )] e S GOV ol 2, @)
Juatt. )| o <O%272| ZEu] 3)

L'estimation (2) s’obtient en utilisant le fait qua est localisé dans une petite bande prés du lieu ot s’annule
w — 2t£. On a donc de l'intégrabilité eh. L'intégrabilité eny se démontre en faisant des intégrations par
parties avec I'opérateud, défini par

_ 14007
1+ (9(0) — g1/ (b))

La fonctionu. est localisée dans une zone 8832 — 2r¢ est grand. Dans cette zori, est elliptique dans le
sens ou l'intégrabilité el se fait par I'intermédiaire de I'opératedr, en faisant des intégrations par parties avec
I'opérateurs;, défini par

Ap

, 1
By = b(Ztgl/ZBy +ip(y) + EBg).
L'intégrabilité eny se fait avec I'opérateurd;,. En optimisant le choix dé avech = (||uo||L2/||Z§Lt0||L2)l/2, on
obtient que
1 1/4 3/4
@] 1 £ 3511 22 o« @u©@ | 2 ol
2.2. Estimations de dispersion pour la solution de I'équation de Schrédinger

L'équation qui commute aveg, . est donnée par

u(0, x) =uo(x), 4)

{ i0;u 4+ Bgu =0,
avec Bgu := Agu + c(x)u, oU A, est I'opérateur de Laplace Beltrami défini pagu = gu” + %g’u/ et avec

c(x)= %H
L'idée pour étudier la solution de I'équation de Schrédinger a coefficients variables (1), va étre de montrer une
estimation de dispersion pour la solution de I'Eq. (4), puis d’établir un lien entre les Egs. (1) et (4).

2.2.1. Dispersion pour la solution de I”E(ﬂ)
Proposition 2.3. Soitu la solution de I'Eq.(4), alorsu vérifie I'estimation de dispersion suivante

1
”u(l)”Lao §mlluollL1 )
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Démonstration. Pour obtenir I'estimation (5), I'idée est de contrdler les momenigdm faisant un découpage en
espace, et en utilisant I'injection de Sobole¥— W11. Ceci permet d’avoir I'estimation de dispersion suivante

Ju@] S L ol
12

On obtient en utilisant les inégalités de Bernstein [5] I'estimation de dispersion voulue dans le cas @gicupp
B(0, 1). L'estimation de dispersion étant de plus globale en temps, on obtient via un argument d’échelle que pour
toute donnée initialag on a

1
”u(t)”Loo < mHMO”Ll-

2.2.2. Lien entre I'Eq. (4) et 'équation de Schrédinger
Le lien entre I'Eq. (4) et 'équation de Schrodinger se fait en remarquant questisolution de I'Eq. (1) alors
w := g%%u est solution de I'équation :

10w+ Agw +c(x)w = (c(x) + b(x))w,
w(0, x) = g %uo(x),

avech(x) = g¥4(g¥2)" + 3¢'(g¥/*gV/4, ce qui permet de démontrer le Théoréme 1.2.
Le Théoréme 1.1 est une conséquence directe du Théor@ndérhontré dans [7] page 2.

Remarque 1.Les détails des démonstrations sont donnés dans un article soumis [8].
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