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Résumé

On se place dans le cas de la dimension 1, et on étudie les propriétés dispersives de la solution de l’équation de S
sans passer par une écriture explicite de la solution, on montre une estimation de Strichartz locale pour des métriqug ∈ C2

b
.

Cette méthode permet de retrouver l’estimation de dispersion classique dans le cas à coefficients constants en toute
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Abstract

Dispersion and Strichartz inequalities for the 1D Schrödinger equation with variables coefficients.We study the dis-
persive properties of the solution to the 1D Schrödinger equation without an explicit formula of the solution, and we pro
Strichartz estimates for metricsg ∈ C2

b
. In the constant coefficient Schrödinger equation case, this method provides the cl

dispersion in all dimension.To cite this article: D. Salort, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Les estimations de Strichartz sont fondamentales pour la compréhension de l’équation de Schrödin
linéaire [6,4,7]. Plusieurs travaux ont été consacrés à l’étude de l’équation de Schrödinger à coefficients v
Staffilani et Tataru ont prouvé dans [9] des estimations de Strichartz pour certaines métriques peu régu
classeC2 ; l’article de Burq, Gérard, et Tzvetkov [2] montre dans un cadre général des inégalités de Stricha
perte de dérivée. L’article de Banica [1] traite le cas particulier de la dimension 1 pour certaines fonctiong peu
régulières, et donne des contre-exemples en ce qui concerne les phénomènes de dispersion. Dans l’artic
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et Planchon [3], il est montré que en dimension 1, l’estimation de Strichartz classique est vérifiée globalem
toute fonctionsg ∈ BV. Le but de cette Note est d’étudier les propriétés dispersives de l’équation de Schröd
coefficients variables en dimension un qui est donnée par{

i∂tu + �gu = 0,

u(0, x) = u0(x)
(1)

avec�g = (gu′)′ où la métriqueg ∈ C2
b(R), est uniformément majorée et minorée. L’idée générale ici va êtr

montrer une estimation de dispersion en utilisant la commutation d’un champs de vecteurs.
Tout d’abord, on obtient l’estimation de Strichartz locale suivante :

Théorème 1.1.Soitu la solution de l’équation de Schrödinger(1). Alors on a l’estimation de Strichartz suivan
pour tout intervalleI de longueur finie

‖u‖Lr(I,L
q
x ) � C(I)‖u0‖L2

pour tout couple(r, q) vérifiant 2
r

+ 1
q

= 1
2 .

De plus, on obtient l’estimation de dispersion suivante :

Théorème 1.2.Soitu la solution de l’équation de Schrödinger(1). Supposons qu’il existeε > 0 tel que pour tout
k ∈ {1,2} on ait∣∣g(k)(x)

∣∣ � 1

(1+ |x|)k/4+ε
,

alors on a l’estimation de dispersion suivante

‖u‖L∞ � Ct−1/2‖u0‖L1 + t1/2‖u0‖L2.

2. Estimation de dispersion en dimension 1 dans le cas à coefficients variables et estimation de Strichart

2.1. Inégalité de Sobolev Klainerman via l’opérateurZg

Soitα ∈ R, et soitZg,α l’opérateur donné parZg,α := −2t (g1/2· )′ + iφ − iα avecφ(x) := ∫ x

0 g−1/2(y)dy.

Proposition 2.1. Soit, pour toutt ∈ R, un opérateuru(t) :L2 �→ L2 tel que pourn ∈ {0,2} on ait∥∥Zn
g,αu(t)

∥∥
L2 �

∥∥Zn
g,α(0)u(0)

∥∥
L2,

alors, on a l’estimation suivante∥∥u(t)
∥∥

L∞ � 1

t1/2

∥∥Z2
g,α(0)u(0)

∥∥1/4
L2 ‖u0‖3/4

L2 .

On peut supposer queα = 0 ; le casα �= 0 se traitant de manière analogue. PosonsZg,0 := Zg .
L’idée de la preuve est de décomposer l’espace des phases en deux zones déterminées par la valeur de

φ(x)+φ(y)
2 − 2tξ . Pour cela, on décomposeu dans l’espace des phases de la façon suivante :

u(t, x) =
∫

ei〈φ(x)−y,ξ〉u
(
t, φ−1(y)

)
dy dξ.
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En faisant le changement de variablesz = φ−1(y), on obtient que

u(t, x)g1/2(x) =
∫

ei〈φ(x)−φ(y),ξ〉u(t, y)dy dξ.

Soitϕ ∈ C∞
c (R) une fonction de troncature telle queϕ = 1 sur l’intervalle[−1,1].

On écritug1/2 = u1 + u2 avec

u1 =
∫

ei〈φ(x)−φ(y),ξ〉ϕ
(

b

(
φ(x) + φ(y)

2
− 2tξ

))
u(t, y)dy dξ.

Lemme 2.2. On a les estimations suivantes∥∥u1(t, ·)
∥∥

L∞ � (bt)−1/2‖u0‖L2, (2)∥∥u2(t, ·)
∥∥

L∞ � b3/2t−1/2
∥∥Z2

gu
∥∥

L2. (3)

L’estimation (2) s’obtient en utilisant le fait queu1 est localisé dans une petite bande près du lieu où s’an
φ(x)+φ(y)

2 − 2tξ . On a donc de l’intégrabilité enξ . L’intégrabilité eny se démontre en faisant des intégrations
parties avec l’opérateurAb défini par

Ab = 1+ (bt)−2�ξ

1+ (|φ(x) − φ(y)|/(bt))2
.

La fonctionu2 est localisée dans une zone oùφ(x)+φ(y)
2 − 2tξ est grand. Dans cette zone,Zg est elliptique dans le

sens où l’intégrabilité enξ se fait par l’intermédiaire de l’opérateurZg en faisant des intégrations par parties a
l’opérateurBb défini par

Bb = b

(
2tg1/2∂y + iφ(y) + 1

2
∂ξ

)
.

L’intégrabilité eny se fait avec l’opérateurAb. En optimisant le choix deb avecb = (‖u0‖L2/‖Z2
gu0‖L2)1/2, on

obtient que∥∥u(t)
∥∥

L∞ � 1

t1/2

∥∥Z2
g,α(0)u(0)

∥∥1/4
L2 ‖u0‖3/4

L2 .

2.2. Estimations de dispersion pour la solution de l’équation de Schrödinger

L’équation qui commute avecZg,α est donnée par{
i∂tu + Bgu = 0,

u(0, x) = u0(x),
(4)

avecBgu := Agu + c(x)u, où Ag est l’opérateur de Laplace Beltrami défini parAgu = gu′′ + 3
2g′u′ et avec

c(x) = g′′
2 .

L’idée pour étudier la solution de l’équation de Schrödinger à coefficients variables (1), va être de mon
estimation de dispersion pour la solution de l’Éq. (4), puis d’établir un lien entre les Éqs. (1) et (4).

2.2.1. Dispersion pour la solution de l’Éq.(4)
Proposition 2.3. Soitu la solution de l’Éq.(4), alorsu vérifie l’estimation de dispersion suivante:∥∥u(t)

∥∥
L∞ � 1

t1/2
‖u0‖L1. (5)
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Démonstration.Pour obtenir l’estimation (5), l’idée est de contrôler les moments deu0 en faisant un découpage e
espace, et en utilisant l’injection de SobolevL2 ↪→ W1,1. Ceci permet d’avoir l’estimation de dispersion suivan∥∥u(t)

∥∥
L∞ � 1

t1/2
‖u0‖W1,1.

On obtient en utilisant les inégalités de Bernstein [5] l’estimation de dispersion voulue dans le cas où suû0 ⊂
B(0,1). L’estimation de dispersion étant de plus globale en temps, on obtient via un argument d’échelle q
toute donnée initialeu0 on a∥∥u(t)

∥∥
L∞ � 1

t1/2
‖u0‖L1.

2.2.2. Lien entre l’Éq. (4) et l’équation de Schrödinger
Le lien entre l’Éq. (4) et l’équation de Schrödinger se fait en remarquant que siu est solution de l’Éq. (1) alor

w := g1/4u est solution de l’équation :{
i∂tw + Agw + c(x)w = (

c(x) + b(x)
)
w,

w(0, x) = g1/4u0(x),

avecb(x) = g3/4(g1/2)′′ + 1
2g′(g1/4)′g−1/4, ce qui permet de démontrer le Théorème 1.2.

Le Théorème 1.1 est une conséquence directe du Théorème 1.2 démontré dans [7] page 2.

Remarque 1.Les détails des démonstrations sont donnés dans un article soumis [8].
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