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Résumé

On présente ici une autre fagon de construire les compactifications des champs de chtoucas de Drinfeld introduites pa
Lafforgue. La méthode est basée sur la variation des quotients dans la théorie des invariants géométriques étudiée par Thadde
et Dolgachev—HuPour citer cet article: Tuan Ngo Dac, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).

0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Compactification of the stacks of Drinfeld’s shtukas.Another way to construct the compactifications of the stacks of
Drinfeld’s shtukas introduced by Lafforgue is presented. The method is based on the variation of GIT quotients studied by
Thaddeus and Dolgachev—-HIbp cite thisarticle: Tuan Ngo Dac, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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1. Chtoucas de Drinfeld : rappels

Soit X une courbe algébrique projective, lisse et geéométriguement connexe sur un cdipsinéléments. Le
champA’—l/(Gjn‘l classifie des coupled;, /;)1<i<r -1 0U L; est un fibré inversible df est une section globale
de ;. Puis on définit le champ algébrique PreGitespré-chtoucas itérésomme le foncteur qui a chaque schéma
S associe les données de

— un fibré vectorie€ localement libre de rangsur X x S,

— une modificatiorf — &' <= £” de& ou &’/ etE'/E" sont supportés par les graphes de deux morphismes
0:5— X etoo: S — X etsontlocalement libres de rang 1,

— des couplesl;, IN1<i<r—1 € AY/GIL(S),
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— un homomorphisme compléf = £” de type(L;, ll-)?gi;)_l, autrement dit une famille d’homomorphismes

S S
Uy Z/\E‘r ® ® [,l@(q_l)(s_i) — /\5", 1<s<r,
1<i<s
vérifiant les deux conditions suivantes :
(i) Pour n'importe quel choix de trivialisations &, £° et des.; localement suf, la famille (u1, ..., u,,
lf‘l, e lf__ll) appartient au schéma des homomorphismes com@letsf. [2, pages 1003—-1006].
(i) Génériguement au-dessus de tout point géométriqu® deaque:, qui peut se voir sous la forme

us:(/s\5® O% c?“‘“)a—>/s\5® &R 24, 1<s<n,

1<i<s 1<i<s
est tel que ke et (Imu,)® soient en somme directe.

Ce champ est algébrique au sens d’Artin et legadnt de type fini, cf. [2, Proposition 1.5]. Seit= (r1, 2,
..., rr) une famille vérifiant O< r1 < rp < - -+ < rpy =r. On considere le sous-champ localement fermé Pfedeht
PreCht classifiant les pré-chtoucas itérés de typ#éfini en demandant que soit nulle sis € r et inversible si
s ¢ r. On identifie les fibrés inversibleg;);¢, munis d’une section globale inversildleavec le coupl€Os, 1).
Alors 'homomorphisme complet consiste en la donnée de

— d’une part, une filtration croissantedd€)! ¢ --- & & = £” de &” par des sous-fibrés maximaux de rangs
r, ..., r, respectivement,

— d’autre part, une filtration décroissate= £° 2 E,, 2 --- 2 &, = 0 de& par des sous-fibrés maximaux de
corangss, ..., ry respectivement,

— des isomorphisme&- /& ® ®;,. ., Li®9™D — €]/, s er, ous™ désigne le prédécesseurseans
r U{0}.

Le champCht. deschtoucas itérés de typeest I'ouvert de PreChtsoumis aux conditions suivantes :

— Sionnoteg, =& (s €r), alors tous les quotients /£, sont sans torsion.
— Pour touts € r, le morphismeg; — £'/€ est surjectif. On noté; son noyau.
— Pourtouts er, £~ +E7 =E°.

Puis le champCht deschtoucas itérégst I'unique sous-champ ouvert de PreCihont, pour toute famille, la

trace dans PreChestCht.. Etant donné un entiet, on définit le sous-chan®ht*¢ ¢ Cht classifiant les chtoucas
itérés de rang et de degrél. En associant a un chtouca itéré son podle et son zéro, on définit un morphisme
Cht? > X x X. ~

On considére un chtouca itéféde typer = (r1, 72, ..., rr). A partir de ce chtouca itéré, on peut construire
des vrais chtoucas (dont certains sont des chtoucas a gauche), cf. [2, pages 1009-1010] : d'aborg, sh
noteE; =& et E; = £ = &;. Alors, on montre quéE; = (E; — E; <= EY) est un chtouca a droite de rang
dont le pole est le pblec du chtouca itéré. Pour chaque € r ets > r1, on NoteE; = & /&- ® @i, i< Lis
E;=(E-NEY)® e, i<s Li- ON peut montrer quE; = (E, < E. < E?) est un chtouca & gauche. De plus,
le pole dekE, coincide avec le zéro de son prédécesdeuret le zéro du dernier chtouds,- coincide avec le
zéro 0 du chtouca itéré.

Définition 1.1. Appelonspolygoneune applicatiorp : [0, r] — R telle quep(0) = p(r) = 0 et quep soit affine
sur chaque intervallg — 1, i] pour tout O< i < r. Un polygone est diissez convexe par rapporiasi tous les
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entiers(p(i) — p(i —1)—(p(i+21) — p@)) (O<i <r)sontassez grand_s par rappoyt.&Etant donné un entiet,
un polygonep estd-entier si pour tout entier & i <r, le nombrep (i) + ~d est un entier.

Proposition 1.2[2]. Soientd un entier etp un polygone qui est-entier et assez convexe en fonction de la courbe
X et der. Alors, il existe un unique sous-champ ouv@ht*-<? de Cht¢ tel qu’un point géométriqué de type
r = (r1,r2, ..., ry) du champCht>? appartienne &ht*4’<? sj et seulement si

— Sis =r1, alorsle chtoucaifs = (E; — E] < E?) ala propriété : soitF un sous-fibré maximal dg, = &,
P rgF
alorsdegF est majoré padegF <~Td + p(rgF).
— Sis er ets > rq, alors le chtoucaE; = (E; < E! — E?) ala propriété : soitF un sous-fibré maximal non
nuldeE, = £% N &,-, alorsdegF est majoré padegF < gd +pG~ 4+rgF)—ps—)—1.

Théoreme 1.32]. Soientd un entier etp un polygone qui est-entier et assez convexe en fonction de la courbe
X etder. Alors, le morphism€ht4-7<P — X x X est propre.

2. Variation des quotients GIT

On fixe un polygonepo: [0, r] — R assez convexe en fonction de la coutbet der. On choisit un entier
positif € trés grand par rapportgy, X etr ; un entier positifM trés grand par rapporta po, X etr ; et un entier
m trés grand par rapport#, €, po, X etr. Ensuite, on choisit: niveaux{N;}1<;<» disjoints sans multiplicités
et de longueuM et on poseV = ngigm N;. Enfin, on choisit un entied trés grand par rapportia, M, €, po,
X etr eton poser =d + (1 — g)r. Soienteo, €1 deux nombres entiers positifs tels que ;<. = rlme;.

SoitC"" le champ qui & chaque schémassocie le groupoide des familles de

— unOyxs-moduleF localement libre de rang

— des couplesl;, [)1<i<r—1 € A" /GIL(S),

— un homomorphisme complét® = F de type(L;, li)?é’f.;i)_l, ce qui est équivalent & donner une famille
d’homomorphismes; v : (A’ F @ @), _, E?(S_i))" > NFOR,_, £1®(5_"), 1< s < r, qui sont non nuls
en tout point géométrique d€ x S et sont reliés par certaines conditions fermées.

Puis on considére le champ au-dessus d€”" défini en classifiant les homomorphismesy : \* F ®
X =5 E;@(“_l) — N\ O} 1< <r, tels quev, y ne soit pas nul en tout point géométriquedex S et que
pour tout entier K s < r, on aitv? = vy yus.y €A vy =152 L1y

DansC”", on considére I'ouvert denﬂ%N dont toutes les sections globale$l <i < r — 1) sont inversibles.

Ce champ est le quotient de la restriction a la Weilﬁ‘bdie GL. a N par l'action de lui-méme par conjugaison
tordue(u, g) — (g°) Lou o g. Puis on considére le classifiaﬂj;;yg =e/ GLﬁV et son revétement de Ladg,yg =

C Xcorn C;’,N — C;’,N. On noteC}; la fermeture algébrique ctég;,’g dansC. L'action du groupe fini GL(Oy) sur
Chv.o s'étend en une action sdf, et le morphisme&}, — C"N est propre.
Puis on formeCht;’ comme produit fibré d€ht*? x x,x (X — N)? et deC}, au-dessus dé”. Alors, le

morphismeChlj\’,d — Cht? xx,x (X — N)? est représentable et fini. Le charﬁpt;’,d est muni d’'une action du

groupe fini GL.(Oy) et 'espace grossier associ€ht ¢ x x. x (X — N)? est le quotient de celui ctéhlj(,d par ce
groupe fini.
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On noteY le champ défini au-dessus de 'ouveHt;” xq.a Ved 4 P<po X -1yt A decht;? X pr1)gr
A"~ en classifiant les homomorphismes surjectifs (modulo I’actio@gjw)};{ — &£ pour lesquels le morphisme
induit HO(X, (’)é‘() — HO(X, &) est un isomorphisme. Alors le chardpest un PGl)-torseur au-dessus du champ
Chty xyega Ve PSPO, 1 ATL,

Soit Pid (X) le composant de degrédu schéma de Picard Ri) de X. On notep : X x Pic? (X) — Pic?(X)

la projection naturelle eM le fibré inversible universel sut x Pic? (X). L'espace de Gieseker est défini comme

Zo :=P(Hom(A\" O}Fl’i(f’(X)’ p«M)). Soits un point géométrique de PieX) qui correspond au fibré inversible

L surX. Alors, la fibre deZg ens est I'espace projectiP(Hom(/\" k" HO(X, £))). Enfin, on noteZ 'espace
produitZ = Zo x [T1¢;<,n P(@B1<, <, HOMA K", \* OF)®7/%). Le groupe PGl x G, x GL, (Oy) agit de
maniére évidente sy/ et Z. On définit facilement un morphisnge Y — Z qui est PGl(h) x an‘l x GL, (Oy)-
equivariant. Il existe une unique P@D-linéarisation du fibré amplé(eg) X (M1¢;<mO(€1)). Par contre, on
associe a toute suite de rationn@ls, ao, ..., a,) telle que lesog}1<s<- Soient dango, 1) et que leur somme
vale 1 une PGlh) x G;;l—linéarisation du fibré amplé(eg) X (N1<i<mO(e1)) qui dépend linéairement de
(a1, @2, ..., ar), les coefficients étant indépendants deoici I'application de la variation des quotients GIT dans
notre cas, cf. [3,1] :

Théoréeme 2.1.

— Le morphisme : )Y — Z est représentable et quasi-projectif.

— Soitp un polygone assez convexe en fonctioXde der, entier par rapport & et majoré parpg. Etant don-
nee une suite de rationnglsy, oo, . .., o) telle que leqoy }1<s < SOient dang0, 1) et que leur somme valg
on considere |&PGL(h) x G;n—l—linéarisation du fibréO(eg) K (R1<i<mO(e1)) associee day, o, ..., o).
Supposons que les Nombig®) = >y, ase + ), _ o, sos€ — t€, 0< 1 < r, vérifient que pour tout entier
O<t<r,onaitp(t) <q() <p@)+letgit)—pt)>q@t+21) —pit+1).

Alors ¢(y) est semistable si et seulement)siappartient a la préimage deChlg’,d”’Sp Xxxx (X —
N)? X pr-1gpt A""ldans)y.

— Supposons que > r(r — 1)/2. Alors, le morphism@** — (X — N)? x 2% est propre. En particulier, sous

la méme hypothése, le morphis@iet>??<? x y, x (X — N)2 — (X — N)2 est propre.

Corollaire 2.2. Supposons que > r(r — 1)/2 et que le polygong estd-entier et assez convexe en fonctionde
et der. Alors, le morphism€ht>??<P — X x X est propre.
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