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Résumé

On présente ici une autre façon de construire les compactifications des champs de chtoucas de Drinfeld introd
Lafforgue. La méthode est basée sur la variation des quotients dans la théorie des invariants géométriques étudiée pa
et Dolgachev–Hu.Pour citer cet article : Tuan Ngo Dac, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Compactification of the stacks of Drinfeld’s shtukas.Another way to construct the compactifications of the stack
Drinfeld’s shtukas introduced by Lafforgue is presented. The method is based on the variation of GIT quotients stu
Thaddeus and Dolgachev–Hu.To cite this article: Tuan Ngo Dac, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Chtoucas de Drinfeld : rappels

SoitX une courbe algébrique projective, lisse et géométriquement connexe sur un corps finiFq àq éléments. Le
champAr−1/Gr−1

m classifie des couples(Li , li )1�i�r−1 oùLi est un fibré inversible etli est une section global
deLi . Puis on définit le champ algébrique PreChtr despré-chtoucas itéréscomme le foncteur qui à chaque sché
S associe les données de

– un fibré vectorielE localement libre de rangr surX × S,
– une modificationE ↪→ E ′ ←↩ E ′′ deE où E ′/E et E ′/E ′′ sont supportés par les graphes de deux morphis

0 :S → X et∞ :S → X et sont localement libres de rang 1,
– des couples(Li , li)1�i�r−1 ∈ Ar−1/Gr−1

m (S),
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– un homomorphisme completEσ ⇒ E ′′ de type(Li , li )
⊗(q−1)

1�i�r−1, autrement dit une famille d’homomorphism

us :
s∧
Eσ ⊗

⊗
1�i<s

L⊗(q−1)(s−i)
i −→

s∧
E ′′, 1 � s � r,

vérifiant les deux conditions suivantes :
(i) Pour n’importe quel choix de trivialisations deE ′′, Eσ et desLi localement surS, la famille (u1, . . . , ur ,

l
q−1
1 , . . . , l

q−1
r−1 ) appartient au schéma des homomorphismes complets�r , cf. [2, pages 1003–1006].

(ii) Génériquement au-dessus de tout point géométrique deS, chaqueus qui peut se voir sous la forme

us :
( s∧

E ⊗
⊗

1�i<s

L⊗(s−i)
i

)σ −→
s∧
E ⊗

⊗
1�i<s

L⊗(s−i)
i , 1� s � r,

est tel que kerus et (Imus)
σ soient en somme directe.

Ce champ est algébrique au sens d’Artin et localement de type fini, cf. [2, Proposition 1.5]. Soitr = (r1, r2,
. . . , rk) une famille vérifiant 0< r1 < r2 < · · · < rk = r. On considère le sous-champ localement fermé PreChr

r de
PreChtr classifiant les pré-chtoucas itérés de typer défini en demandant quels soit nulle sis ∈ r et inversible si
s /∈ r . On identifie les fibrés inversibles(Li )i /∈r munis d’une section globale inversibleli avec le couple(OS,1).
Alors l’homomorphisme complet consiste en la donnée de

– d’une part, une filtration croissante 0� E ′′
r1

� · · · � E ′′
rk

= E ′′ de E ′′ par des sous-fibrés maximaux de ran
r1, . . . , rk respectivement,

– d’autre part, une filtration décroissanteE = Eσ � Er1 � · · · � Erk = 0 deEσ par des sous-fibrés maximaux
corangsr1, . . . , rk respectivement,

– des isomorphismesEs−/Es ⊗ ⊗
i∈r, i<s Li

⊗(q−1) ∼−→ E ′′
s /E ′′

s− , s ∈ r , oùs− désigne le prédécesseur des dans
r ∪ {0}.

Le champChtrr deschtoucas itérés de typer est l’ouvert de PreChtr
r soumis aux conditions suivantes :

– Si on noteE ′
s = E ′′

s (s ∈ r), alors tous les quotientsE ′/E ′
s sont sans torsion.

– Pour touts ∈ r , le morphismeE ′
s → E ′/E est surjectif. On noteEs son noyau.

– Pour touts ∈ r , Es− + Eσ
s = Eσ .

Puis le champChtr deschtoucas itérésest l’unique sous-champ ouvert de PreChtr dont, pour toute familler, la

trace dans PreChtr
r estChtrr . Étant donné un entierd , on définit le sous-champChtr,d ⊂ Chtr classifiant les chtouca

itérés de rangr et de degréd . En associant à un chtouca itéré son pôle et son zéro, on définit un morp

Chtr,d → X × X.
On considère un chtouca itéré̃E de typer = (r1, r2, . . . , rk). À partir de ce chtouca itéré, on peut constru

des vrais chtoucas (dont certains sont des chtoucas à gauche), cf. [2, pages 1009–1010] : d’abord, sis = r1, on
noteEs = Es et E′

s = E ′
s = E ′′

s . Alors, on montre quẽEs = (Es ↪→ E′
s ←↩ Eσ

s ) est un chtouca à droite de rangr1
dont le pôle est le pôle∞ du chtouca itéré̃E . Pour chaques ∈ r et s > r1, on noteEs = Es/Es− ⊗ ⊗

i∈r, i<s Li ,

E′
s = (Es− ∩ Eσ

s ) ⊗ ⊗
i∈r, i<s Li . On peut montrer quẽEs = (Es ←↩ E′

s ↪→ Eσ
s ) est un chtouca à gauche. De plu

le pôle deẼs coïncide avec le zéro de son prédécesseurẼs− et le zéro du dernier chtoucãEr− coïncide avec le
zéro 0 du chtouca itéré̃E .

Définition 1.1. Appelonspolygoneune applicationp : [0, r] → R telle quep(0) = p(r) = 0 et quep soit affine
sur chaque intervalle[i − 1, i] pour tout 0< i � r. Un polygone est ditassez convexe par rapport àµ si tous les
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entiers(p(i)−p(i −1))− (p(i +1)−p(i)) (0< i < r) sont assez grands par rapport àµ. Étant donné un entierd ,
un polygonep estd-entier si pour tout entier 0� i � r, le nombrep(i) + i

r
d est un entier.

Proposition 1.2[2]. Soientd un entier etp un polygone qui estd-entier et assez convexe en fonction de la cou

X et der. Alors, il existe un unique sous-champ ouvertChtr,d,p̄�p deChtr,d tel qu’un point géométriquẽE de type

r = (r1, r2, . . . , rk) du champChtr,d appartienne àChtr,d,p̄�p si et seulement si:

– Si s = r1, alors le chtoucãEs = (Es ↪→ E′
s ←↩ Eσ

s ) a la propriété : soitF un sous-fibré maximal deEs = Es ,

alorsdegF est majoré pardegF � rgF
r

d + p(rgF).
– Si s ∈ r et s > r1, alors le chtoucãEs = (Es ←↩ E′

s ↪→ Eσ
s ) a la propriété : soitF un sous-fibré maximal no

nul deE′
s = Eσ

s ∩ Es− , alorsdegF est majoré pardegF � rgF
r

d + p(s− + rgF) − p(s−) − 1.

Théorème 1.3[2]. Soientd un entier etp un polygone qui estd-entier et assez convexe en fonction de la cou

X et der. Alors, le morphismeChtr,d,p̄�p → X × X est propre.

2. Variation des quotients GIT

On fixe un polygonep0 : [0, r] → R+ assez convexe en fonction de la courbeX et der. On choisit un entier
positif ε très grand par rapport àp0, X et r ; un entier positifM très grand par rapport àε, p0, X et r ; et un entier
m très grand par rapport àM, ε, p0, X et r. Ensuite, on choisitm niveaux{Ni}1�i�m disjoints sans multiplicités
et de longueurM et on poseN = ∐

1�i�m Ni . Enfin, on choisit un entierd très grand par rapport àm, M, ε, p0,
X et r et on poseh = d + (1− g)r. Soientε0, ε1 deux nombres entiers positifs tels querε0

ε
h−ε

= r!mε1.
SoitCr,N le champ qui à chaque schémaS associe le groupoïde des familles de

– unON×S -moduleF localement libre de rangr,
– des couples(Li , li)1�i�r−1 ∈ Ar−1/Gr−1

m (S),

– un homomorphisme completFσ ⇒ F de type(Li , li )
⊗(q−1)

1�i�r−1, ce qui est équivalent à donner une fam

d’homomorphismesus,N : (
∧s F ⊗ ⊗

i<s L
⊗(s−i)
i )σ → ∧s F ⊗ ⊗

i<s L
⊗(s−i)
i , 1� s � r, qui sont non nuls

en tout point géométrique deN × S et sont reliés par certaines conditions fermées.

Puis on considère le champC au-dessus deCr,N défini en classifiant les homomorphismesvs,N :
∧s F ⊗⊗

i<s L
⊗(s−i)
i → ∧s Or

N×S , 1 � s � r, tels quevr,N ne soit pas nul en tout point géométrique deN × S et que

pour tout entier 1� s � r, on aitvσ
s,N = vs,Nus,N et

∧s
v1,N = ls−1

1 ls−2
2 · · · ls−1vs,N .

DansCr,N , on considère l’ouvert denseCr,N
∅

dont toutes les sections globalesli (1 � i � r − 1) sont inversibles
Ce champ est le quotient de la restriction à la Weil GLN

r de GLr à N par l’action de lui-même par conjugaiso
tordue(u, g) �→ (gσ )−1 ◦u◦g. Puis on considère le classifiantCr

N,∅ = •/GLN
r et son revêtement de LangCr

N,∅ =
C ×Cr,N Cr,N

∅
→ Cr,N

∅
. On noteCr

N la fermeture algébrique deCr
N,∅ dansC. L’action du groupe fini GLr (ON) sur

Cr
N,∅ s’étend en une action surCr

N et le morphismeCr
N → Cr,N est propre.

Puis on formeChtr,dN comme produit fibré deChtr,d ×X×X (X − N)2 et deCr
N au-dessus deCr,N . Alors, le

morphismeChtr,dN → Chtr,d ×X×X (X − N)2 est représentable et fini. Le champChtr,dN est muni d’une action du

groupe fini GLr (ON) et l’espace grossier associé àChtr,d ×X×X (X − N)2 est le quotient de celui deChtr,dN par ce
groupe fini.
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On noteY le champ défini au-dessus de l’ouvertChtr,dN ×Vecr,d Vecr,d,p̄�p0 ×
Ar−1/G

r−1
m

Ar−1 deChtr,dN ×
Ar−1/G

r−1
m

Ar−1 en classifiant les homomorphismes surjectifs (modulo l’action deGm) Oh
X � E pour lesquels le morphism

induit H0(X,Oh
X) → H0(X,E) est un isomorphisme. Alors le champY est un PGL(h)-torseur au-dessus du cham

Chtr,dN ×Vecr,d Vecr,d,p̄�p0 ×
Ar−1/G

r−1
m

Ar−1.

Soit Picd(X) le composant de degréd du schéma de Picard Pic(X) de X. On notep : X × Picd (X) → Picd (X)

la projection naturelle etM le fibré inversible universel surX × Picd (X). L’espace de Gieseker est défini com
Z0 := P(Hom(

∧r Oh

Picd (X)
,p∗M)). Soit s un point géométrique de Picd (X) qui correspond au fibré inversib

L sur X. Alors, la fibre deZ0 en s est l’espace projectifP(Hom(
∧r

kh,H0(X,L))). Enfin, on noteZ l’espace
produitZ =Z0×∏

1�i�m P(
⊕

1�s�r Hom(
∧s

kh,
∧s Or

Ni
)⊗r !/s). Le groupe PGL(h)×Gr−1

m ×GLr (ON) agit de

manière évidente surY etZ. On définit facilement un morphismeφ :Y → Z qui est PGL(h)×Gr−1
m × GLr (ON)-

équivariant. Il existe une unique PGL(h)-linéarisation du fibré ampleO(ε0) � (�1�i�mO(ε1)). Par contre, on
associe à toute suite de rationnels(α1, α2, . . . , αr ) telle que les{αs}1�s�r soient dans(0,1) et que leur somme
vale 1 une PGL(h) × Gr−1

m -linéarisation du fibré ampleO(ε0) � (�1�i�mO(ε1)) qui dépend linéairement d
(α1, α2, . . . , αr ), les coefficients étant indépendants dei. Voici l’application de la variation des quotients GIT da
notre cas, cf. [3,1] :

Théorème 2.1.

– Le morphismeφ :Y →Z est représentable et quasi-projectif.
– Soitp un polygone assez convexe en fonction deX et der, entier par rapport àd et majoré parp0. Étant don-

née une suite de rationnels(α1, α2, . . . , αr ) telle que les{αs}1�s�r soient dans(0,1) et que leur somme vale1,
on considère laPGL(h) × Gr−1

m -linéarisation du fibréO(ε0) � (�1�i�mO(ε1)) associée à(α1, α2, . . . , αr ).
Supposons que les nombresq(t) = ∑

1�s�t αsε +∑
t<s�r

t
s
αsε − t

r
ε, 0 � t � r, vérifient que pour tout entie

0< t < r, on aitp(t) < q(t) < p(t) + 1 etq(t) − p(t) > q(t + 1) − p(t + 1).

Alors φ(y) est semistable si et seulement siy appartient à la préimage deChtr,d,p̄�p

N ×X×X (X −
N)2 ×

Ar−1/G
r−1
m

Ar−1 dansY .

– Supposons queq > r(r − 1)/2. Alors, le morphismeYss → (X − N)2 ×Zss est propre. En particulier, sou

la même hypothèse, le morphismeChtr,d,p̄�p ×X×X (X − N)2 → (X − N)2 est propre.

Corollaire 2.2. Supposons queq > r(r − 1)/2 et que le polygonep estd-entier et assez convexe en fonction deX

et der. Alors, le morphismeChtr,d,p̄�p → X × X est propre.
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