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Résumé

On montre une propriété d’approximation analogue a celle de Greenberg [Publ. Math. IHES 31 (1966) 59-64], mais pour les
équations aux différences de I'automorphisme de Frobenius des vecteurs deoWittiter cet article: L. Bélair, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Difference equations in Witt vectors.We prove an approximation property for Frobenius difference equations in the Witt
vectors, analog to a theorem of Greenberg [Publ. Math. IHES 31 (1966) 5%e6elie thisarticle: L. Bélair, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans [8], Greenberg montre une propriété d’approxinmagiour les solutions des systémes d'équations algé-
briques dans les anneaux de valuatitiscréte henséliens excelleht€onsidérons des équations algébriques ol
apparaitraient aussi un automorphisme et ses itérés gdjtegions aux différenceBans cette Note, on considere
un résultat analogue a celui de Greenberg (Théorem@8.2)es équations aux différences dans un anneau de va-
luation discréte de caractéristique 0 qui satisfait un lemme de Hensel approprié, en particulier 'anneau des vecteur
de Witt sur un corps algébriquement clos avec son Frobenius. Un cas particulier avait été traité dans [5]. Essen
tiellement, nous transposons au nouveau contexte lesge@e/[14,1] du théoreme @reenberg qui utilisent la
théorie des modéles (de base) et les ultraproduits. Je ne connais pas de preuve « purement algébrique ».

Adresse e-mailbelair.luc@ugam.ca (L. Bélair).
1 Pour toute cette théorie, voir [13].
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On montre d’abord un résultat plus faible sur 'anneau des vecteurs de Witt (Théoréme 2.1), inspiré de [14], qui
a l'avantage de faire appel directement & un résultat connu. On donne finalement une application & un théorém
des zéros pour les équations aux différences dans les vedeWitt (Théoréme 4.4). Les preuves et des résultats
supplémentaires seront exposés dans un article détaillé.

Dans cette Note, les anneaux sont commutatifs uniféres. Oxt®teuplet(xs, ..., x,), et on abusera parfois
de cette notation vectorielle. Un anneau aux différences est un anneau muni d’'un automorphisme (voir [6]). Dans
ce contexte on notera généralement I'automorphisnet on désignera une telle structure gar, o), ou A est
I'anneau sous-jacent. Pour un @, o), A[X], désigne I'anneau des polyndmes aux différencesasen les
indéterminées(y, ..., X,,, c'est-a-dire, 'anneau des polynémes habituels4wn les variables’ (X;), j € Z,
1< i < n.2 Pour un corps valt#&(K, v), Vi désigne son anneau de valuatiorkgtson corps résiduel. Comme
dans [2] on appellereorps aux différences valwd corpsk muni d’'un automorphisme et d’une valuation tels
quev(o(x)) = v(x) (voir [7]). On notera(K, o, v) une telle structure. A, B sont deux sous-anneauX, B est
le sous-anneau engendré.

Une sous-structur81 d’une structureV” est ditesous-structure élémentairs,pour tout énoncé de la logique
du premier ordre, formulé en termes des opérations et relations de bAdestl&” et de parametres dant, on a
queg est vrai dansV ssig est vrai dans\. En particulier, tout systéme d’équations et inéquations a parameétres
dansM qui a une solution dan&” a déja une solution dans1. Un exemple est fourni par une extension de
corps algébriguement clas1 c . Une théorie du premier ordre estodéle-complétsi tout modeleM qui
est une sous-structure d'un autre mod&leen est automatiquement une sous-structure élémentaire. Un exemple
est fourni par la théorie des corps algébriquement clos. Baiin ultrafiltre non principal construit su¥, on
désignera pa¢ )* le foncteur «ultrapuissance modulb», qui associe a tout ensemltiie’ensemble des suites
(en)nen, en € E, modulo la relation d’équivalence de coincider sur un ensemble d’indices appartebatraa
un plongement naturdl — E* par les suites constantes. Pour plus de précision sur les éléments de théorie des
modeles on renvoie a [12], et sur les ultraproduits, a [1].

2. Le Frobenius des vecteurs de Witt

Sth[F,,] I'anneau des vecteurs de Witt sur la cloture algebrlﬁpdu corps premier de caractéristiguie- 0.
SoitW(F,) le corps des fractions d&[F p] etv, sa valuatiorp-adique. Soip : ]F — WI[F,] le systeme de repre—
sentants qui commute aux puissanpegmes. Tout € W[IF,,] aune representatlon unique= Y Coplai)p', et
on a l'automorphisme, : W[F,] — W[F ] défini parap(z Op(a,)p ) =Y i2op(ai)’ p'. On notera aussi),
le prolongement av (IF ). Smentfl, .. fm € W[F,1[X1, ..., X,], et désignons paf le systeme d’équations

fi=0,..., fm=0.

Théoreme 2.1. Si, pour tout entietvV > 1, il existey € W[Fp] tel que f;(y) =0 modp",i=1,...,m, alors il
existex W[ Jtelquefi(x)=0,i=1,...,m

Démonstration. Soit (K, o, v) une extension elémentaire dW(Fp), op, Vp) QUi SOt assez saturée, par exemple
une ultrapuissanc@V (IF ), o, vp)*. Alors il existeb € K tel quev(b) > 0 etv(f; (b)) > v(p") pour toutn > 0,
v(p) est le plus petit élément du groupe de valuatioriklev), le corps résiduek’, est un corps algébriquement
clos de caractéristique, eto induit x — x? sur K, (cf. [1], 81). Soitv la valuation deK induite par le sous-
groupe convex&uv(p) et Vk 'anneau de cette valuation. Ona mclusWﬂF ) C Vk.Onala valuation naturelle
induite parv sur le corps résiduet’;,, son groupe de valuation €&t (p) et son corps des restes s'identifie canoni-
quement ave®,. L'application naturelleVx — K; induit un plongement de corps valudgF,) — K, qui est

2 N.B. L'automorphismer de A se prolonge en un automorphisme4lX], , de la fagcon suggérée par le nom des variables.
3 Les valuations seront en général des valuations de Krull.



L. Bélair / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 99-102 101

compatible avec I’inclusioﬁp — K,. Les applications naturelles ci-dessus sont compatiblesgwe sorte que

o induit un automorphismé de K; tel quev(c (x)) = v(x). Par saturation(K;, v) est un corps valué complet
et est donc isomorphe au corp&K,) des vecteurs de Witt sur le corps, (voir par ex. [11]). Par la proprieté
universelle des vecteurs de Wit/ (F,) — K est I'unique plongement de corps valués induit par I'inclusion
IF — K, et ce plongement est compatible avgc On a donc le pIongememW(IF ), 0p, Vp) = (K, 0,0).

La construction donne precisément que pour le rbale b dansk; on a f;(b) = 0 danskK;, c’est-a-direb est
une solution du systemgtelle quev(b) > 0. Or, par [3,15 4](Ky, 5, v) estun modele de la théorie du premier
ordre de(W(Fp) op, Vp), qui est modeéle-compléte. Alns(W(IFp) op,Vp) = (Ky,d,v) donne une extension
elémentaire, et le systensedoit déja posséder une solution da#§F 1, tel que voulu. O

3. Le cas général

Le résultat principal, le Théoréme 3.2, s’obtient en transposant les arguments du Théoréme 2.1 de [1] a l'aide
du Lemme 3.3 ci-dessous. Pour le lemme on peut raisooo@me dans le Théoréme 4.7 de [4] (voir [3],
Lemme 2.1(iii)). Dans le cas classique c’est essentiellement I'observation qu’en caractéristique résiduelle nulle
on peut relever le corps résiduel d’'un anneau hensélien.

Définition 3.1 4. Soit (A, o) un anneau aux différences qui soit un anneau de valuation. Notons eueoie

I'idéal maximal des éléments non inversibles sur lui-méme et induit un automorphisme du corps résiduel. On dit
que(A, o) esto-henséliensi pour toutf € A[X],, donné parf (Xo, X1, ..., X») € A[Xo,..., Xl i.e. f(X) =
f(X,0(X),...,0"(X)), et pour touty € A tel que f(y) est non |nver5|ble malgL(y a(y) o"(y)) est
inversible pour au moins uh il existe alorsx € A tel quef(x) =0 etx — y est non inversible.

L’anneau(W[Fp],op) esto-hensélien [3,15,4]. En pratique, pour vérifier cette propriété, on a besoin de la
propriété supplémentaire que tout élémentdsoit de la forme:b ot u est inversible et (b) =

Théoreme 3.2.S0it(A, o) un anneau aux différences qui soit un anneau de valuation discréte de caractéristique
nulle o-hensélien. Soit une uniformisante de, soientfi, ..., fi, € A[X]s, etf = (f1,..., fn). Alors il existe

un entierN € N, qui dépend dé, tel que pour toutr € N, « > 0, et pour toutx € A tel quef(x) =0 mod r*V | il
existey € A tel quef(y) =0 ety =x mod ¢*.

Considérons la valuation associée &, dont le groupe de valuation €&t et posonsc = A/(t) son corps
résiduel.

Lemme 3.3(cf. [1], Lemme 2.2) SoitD un ultrafiltre non principal construit suN et appliquons le foncteur )*
pour obtenir I'anneau de valuatiom-hensélienA* avec la valuation associég dont le groupe de valuation est
Z* et le corps résiduel est* = A*/(¢). Soit H un sous-groupe convexe @& qui contientZ, et soit/y = {x €

A% v*(x) ¢ H), AH = A*/Iy, et A* 5 AH A 5 A* les applications naturelles. Alora” se reléve en un

sous-anneau aux différences d&, i.e. il existe un homomorphisme d’anneaux aux diﬁérenﬁésﬂ A* tel que
ny =idym ety|s =i.

Par les mémes méthodes on obtient un analogue de [9] (cf. [1]). Dans tous ces résultats, les mémes remarque
que dans [1] sur I'existence de bornesdtiguement calculables s'appliquent.

4 Cette version [15] est équivalente a celle de [3,4].
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4. Application a un théoréme des zéros

On utilise la notation de [2]. Dans un corps aux différen@so) on considére le sous-groupe multiplicatif
Go.x ={o(x)x~: x € K*} etlafonctiony, (x) = %% ou p estun nombre premier fixé. Pour un corps
K, K(X), désigne le corps des fractions H¢X],, .

Définition 4.1 (cf. [10]). Soit (K, o, v) un corps aux différences valuéret K (X),. On dit quer estréguliére sur
Vi s'il existe € K* tel quev(r(a)) > v()), pour touta e Vi tel quer(a) est défini.

Proposition 4.2.S0if (K, o, v) = (W(Fp), op, Vp), soientr € K (X)q, A =Z[X, ys (K(X)s), Go,k(x),] €t I'an-
neau de fraction® = A[(1+ pA)~1]. Alors r est réguliére suVx si et seulement si est entier sur I'anneau
R-K.

Par [2],v(»~1r(a)) > 0, pour touta € Vx tel quer(a) est défini, si et seulement 5i 1 est entier sur I'an-
neaur, d'ou le résultat. Le lemme suivant découle immédiatement du Théoréme 2.1. On raisonne alors comme
dans le Lemme 5 de [10] pour déduire un théoréme des zéros analogue.

Lemme 4.3.Soit (K, o, v) comme dans la proposition gte K[X],. Alors h n’a aucun zéro dan¥x si et seule-
ment sin 1 est réguliére suivy.

Théoréme 4.4(Théoreme des zéraos§oientk et R comme dans la proposition précédente et sof@gnt. ., f,; €
K[Xls. Si f1,..., fm nont aucun zéro commun danBg, alors (fi,..., fw)r-kx}, = R - K[X]s, ou
(f1,---, fm)r-k[X), désigne l'idéal engendré par I dans 'anneawrR - K[X],.

Démonstration. Posonsf = 31" ; p"—lfl.”’, alors f(a) =0 ssi f1(a) =0, ..., f(@ = 0. Ainsi f n'a aucun
zéro dansVk et f~1 est entier sur I'anneai - K. Mais alors f 1 doit déja appartenir ® - K[X],, car f 1
est dans le corps des fractions le K[X], (cf. [10]). Il existe doncg € R - K[X], tel quegf =1, c.-a-d.
S ept Tt =1 Maisgpt "t e R K[X],, d’oU le résultat. O
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5 QOu encorg X, o, v) élémentairement équivalea(W(Fp), op.vp),i.e. modéle de la théorie du premier ordre(Me(Fp), Op.Vp).



