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Résumé

Nous montrons qu’une structure de Poisson a 1-jet nul est holomorphiquement normalisable vers une forme normale au sens
de Dufour-Wade, au voisinage de son point singulier@’, si sont vérifiées d’'une part une condition diophantienne sur une
algébre de Lie associée a la partie quadratique, d’autre part certaines conditions sur la forme normale Formelter cet
article: P. Lohrmann, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Holomor phic normalisation of Poisson structureswhose 1-jet vanish. We show that a Poisson structure whose linear part
vanish can be holomorphically normalized in a neighbourhood of its singular peid'0if on the one hand, a Diophantine
condition on a Lie algebra associated to the quadratic part is satisfied, and, on the other hand, the normal form satisfies some
formal conditionsTo citethisarticle: P. Lohrmann, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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1. Introduction

Soit IT une structure de Poisson analytique au voisinage de @'deD’aprés [5], il existe des en-
tiers m et n vérifiant r = 2m + n, tels que 'on peut trouver un bon systeme de coordonnées holomorphes
. 1 HS ’ _ d d
(P1s--» Pm>q1, ---»qm> X1, - .., Xp), de facon a ce qu'au voisinage de 0 I'on a&it = Zlgigm o N g T
Y icicj<nTij(X)5 A 52, ol lesw; ; sont des fonctions holomorphes siit s'annulant en 0. Dans la suite
! J . . .
on supposera donc qué est une structure de Poisson &lirqui s’annule en 0. Pour les structures de Poisson dont
la partie linéaire ne s'annule pas, Stolovitch, dans [4], a établi un résultat de conjuguaison holomorphe vers une
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forme normale, qui en général differe de la partie linéaire. Dans le cas ou le 1-jet s’annule, il existe, d’apres [1],
génériquement une forme normale comme suit :

Posong; := x; j—l Génériquement la partie quadratiqué est diagonalisable, c’est-a-dire qi¢ peut s’écrire
> iz ai,jYi NY;, avecq; j = —aj ;. Dorénavent on supposera qé est diagonal. Noton& = 172+ 3", x' 11y,
ou pour tout multiindicel € (NU {—1})", II; est quadratique diagonal. Une composante de | peut uniquement
étre égale a-1 six!IT; reste polynomial, et on peut en avoir au plus deux. Notoria matrice(a;, ;). Dufour
et Wade ont montré que sous une hypothese générique portant sur la partie quadratique, on a I'existence d'un
difféomorphisme formet tel que I'on ait

o 1= x'm,
A.1=0
ol A.I = 0 signifie quex! vérifie la relationﬁ(ziauyj)x’ = 0 pour touti. On dira alors qudT est sous forme
normale au sens de Dufour—Wade, et on appellera les terhigstels queA./ = 0 termes resonnants.

2. Lerésultat principal

Soit IT une structure de Poisson qui admet une forme normale au sens de Dufour—Wade. Les champs de vecteur:
diagonauxzj a;,;Y; associés a sa partie quadratique engendrent une algebre de Lie abelienne de dimension finie,
gu’'on appelleraS. On noteraS I'espace vectoriel des champs de bivecteurs quadratiqueS”squi s'écrivent
> i Ai NYi, 0UA; €8, et tels que si I'on posd; := Z] a; jYj.on alta a},,.. La notation®* désignera
'anneau des intégrales premiéres formellesde

Soit Sy, ..., S une base d§ et P"+12" 'espace vectoriel des champs de vecteurs polynomiaux d’ordres
et de degrés< 2m. Les applicationss; — [S;, -] définissent une représentatipfi de S dansP”*+%2". On dira
qu’une forme linéairer sur S est un poids pour la représentatiofi, s'il existe X non nul appartenant@”+1.2n
tel que I'on ait pour tout, «(S;)X = [S;, X].

|| désignera le réel max ;< |«(S;)], et on poseray; := inf{|a|, & poids non nul pour la représentation
P, 2< j < 2.

Theoreme 2.1. Supposons qu'il existe une forme normale form@lﬁsens de Dufour—Waylde 1, et supposons
de plus gu'elle appartient &° @ &, c’est-a-dire s'écrity", x'My, oux’ e OS etIl! € &. Alors

1. Toutes les autres formes normalesideppartiennent 0@ 6.

2. IT est holomorphiquement normalisable si I'algébre S vérifie la condition dlophantlm '”(“’k)
+o00. Cela signifie: il existe un germe de diffeomorphisme holomorghgC", 0) — (C", 0) qui conjugueH a
une forme normale.

On montre que la conditiop o = '”(“") < 400 estindépendante de la norme sur les formes linéaireS.sur

Corollaire 2.2. Si IT est diophantien et sIT est formellement quadratisable, alofg est holomorphiqguement
quadratisable.

3. Interpretation géométrique

Stolovitch, dans [3] 2.2, 5.3, 5.4 a établi les résultats suivaftsest uneC-algebre de type fini, et il existe des
monomes d&” uy, ..., u, tel queO’ = C[[uz, ..., up,1]. Les relations entre lag définissent une variété alge-
briqgueCs dansC?, de dimension, ous est le nombre maximal de algébriquement indépendants. L'application
7 :C" — CP définie parr (x) = (u1(x), ..., u,(x)) est une fibration singuliére au dessusCgeDe plus chaque
S; est tangent aux fibres de
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Renvenons d7. Sous les conditions du Théoreme 2.1, il existe au voisinage de 0 un systéme de coordonnées
holomorphe tel quél € O ® &, ol O désigne les intégrales premiéres holomorphes @ans ces coordonnées,
la restriction defT a une fibre der est alors un élément d& dont la matrice dépend uniquement de la fibre.

De plus, sur chaque fibrg, pour toute fonction holomorphg, le champ hamiltonien d¢ relativement a1
est tangent &. On en déduit que les feuillets symplectiquedfisont, au voisinage de 0, incluses dans les fibres
der. Ces feuillets symplectiques ont la dimension de I'algéhr8i la dimension de§ est égal & — s, alors aux
points réguliers de, les feuillets symplectiques dé coincident avec les fibres.

4. Notations

Appelonsécriture de reférencd’un champ de bivecteurs ou d’une structure de Poisson une écriture de la forme
Zl,i<jx1ai[,jYi A Yj.

Pour T holomorphe (donc aussi pouf polyndmial) définissong /7|, comme max; Z,(r|’|+2|al{j|). Si
a= Z,a,x’ est une fonction holomorphe, alors définissans =), las|r'"!. Si X est un champ de vecteurs
holomorphe alor§ X |- désigne le maximum de la norrhg des coordonnées. On définira égalenett, comme
maximum de la norme des coordonnéesA sist un champ holomorphe d’endomorphisme&8eOn noteraD,
le polydisque de rayonde C".

5. Esquisse de démonstration [2]
5.1. L'equation cohomologique et la majoration de ces solutions

Supposons quf soit normalisé a I'ordre: + 1. Soit/T™ sa forme normale partielle de degnét 1. Appellons
B!" les termes non résonnants Bequi sont d'ordre> m + 1 et de degrél 2m + 1. Soit®; un difffomorphisme
formel tangent a I'identité qui normalise du degré-1 & celui de 21 + 1. &; est de laforme le-Z™ + R, oU R est
d’ordre strictement supérieur juelconque, eZ” € P"2" est un champ qui vérifie 'équation cohomologique
J2m+l([Zm’ am) = BT'

Proposition 5.1. On peut determiner uZ™ tel que I'on ait la propriété suivanteil existe indépendament de m
un réel positify et une constante(n), tel que I'on ait pour tout r dans I’intervalle%, 1], implication suivante si
L™ — 12|, <y etsi|DUT™ — I1%)|, <7, alors | Z™||, < <9 || B2, avecw = inf{|a|, & poids non nul pour
la représentation,, }.

On va choisirZ™ d’'une part sans composante resonnante. M#&is1’est toujours pas unique.

Afin de majorer les solutions de I'équation cohomologiq@&+1([z™, 1)) = B!", on cherche n champs de
vecteursB; qui vérifient) ; B; A Y; = BY', et qui sont tels qug2nti(zm, nmy) = B!" se décompose selon les
Y; du deuxiéme facteur du produit exterieur.

Plus précisément, salf™ donné dans I'écritur®", x’ I1,, et soient alorsV f; des champs de vecteurs tels que
IT" =%, Nfi AY;. La condition sur la forme normale fait queéf; € O5®S.

On demande auB; que I'equation cohomologique se décompose énuations de la form&(N f;, Z™) = B;,
ou 6 est défini comme suit : sd est un champ de vecteurs linéaire Betin champ de vecteurs quelconque, alors
0(A, B) =2[A, B]. Si f estune fonction, alor&(f A, B) = f6(A, B) + L fA.

Notons A; := ) ;a; ;Y;. Soitv C {1,...,n} tel que la famille de champsA;);c, soit une base de.

A; — O(Nf;,-) définit une certaine représentation flelansP”-2". On obtient, en adaptant des démonstrations
de résultats de Stolovitch [3], le lemme suivant :
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Lemme 5.2. SoitB un poids non nul pour la représentatiqri’. Pour tout i qui vérifie8(A;) # 0, I'application
0; :=6(Nf;,-) estinversible sur 'espace de poi# associé. Soitg € v un indice tel qudg| = |8 (Aip)|. Soit
I epman NPgetA= 91.;1(1"). Il existe, indépendament de m, un réel positt une constante(n), tel que I'on
ait pour tout r dans I’intervallq%, 1] l'implication suivante si ||NFI.’(’)1 - Nfl%||, < netsi ||D(NFl.’(’)1 - Nfii) Il <n,
alors [|All < G 1Tl

Soit 8 un poids non nul pour la représentatipti. NotonsPg I'espace de poids associé,ﬁg I'espace des
bivecteurs polynémiaux qui ont une écriture de la forng.; fi ;Yi A Y;, tel queLy, fi,; = B(Aw) fi,j pour
toutk. On peut décomposer I'équation cohomologigque selon les poids nors netsprojetantB.” surﬁ}, etz™
sur Pg. Ceci correspond, au niveau des equati6sf;, Z") = B;, a une décomposition selon les espaces de
poidsPg.

On obtient, en se restreignant al et auxPﬁ, le résultat suivant : il existe des champgg, tels que
> ; Bi.,g AY; soit la projection su”P,g de B}, ettels que les équatioAgN f;, Z’”) = B, g aient une unique solution
commune sans termes resonnants, c'est—é—dire dans le noyau de la représg’ﬁta(ﬁed est possible de maniére
a ce que pour l'indicég défini dans le lemme, 'on aitB;, ||, = %||B;Z1||,. La Proposition 5.1 s’obtient alors en
applicant le Lemme 5.2 en posafit= B;, et A = Z'.

5.2. L'argument de récurrence

On définit une suite de rée(s;) tel que poutk assez grand I'on a% <ry<lettelqueyil= yk( )~ 2/t Tk»
ol y = ((:(’7)) )~ 1/2° | Si [T est normalisé | jusqu’au degrée? alors on définit, pouk > kg, une suiteZ; tel que
@y := (Id+2;)~1 normalise du degrét2au degré 21. PosondT = 1% + B¥ + B + R si IT est normalisé au
degré 3. B{j (resp.BX) désigne alors les termes resonnants (resp. non-resonnants) desdegrés et< 281 4-1,
R¥ désigne les termes de degré*+1 4 1.

Proposition 5.3 (de récurrence)ll existe un entiekg tel que I'on ait pourk > ko, la propriété suivante
(i) Si(@) 1T* — 12]l,, <n — 5 , (b) IDUT* = 12|, < — Zk, et
() IIBX + B + R¥||,, <1, on aauss{d) | T+ — 12| < n — 41,
(0) | DUTHHE — [12)||,, <0 — 5, t(C) |BE + Bé“ + R, <L
(i) En outre, sous I'hypothese d@), on a ||Ukll,,, < De plus (®;)~1 = Id+ U, vérifie que

(@) (Dpyy) € D ey 1ok, S Dy

1
@2

Aprés une renormalisation jusqu’au degrée,2on applique le difféomorphism& := (Id +Zk0)—1 o
(Id+Zk,+1) Lo ---. La Proposition 5.3 permet de montrer gieest holomorphe sur un polydisque de rag)n
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