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Résumé

Nous montrons qu’une structure de Poisson à 1-jet nul est holomorphiquement normalisable vers une forme norma
de Dufour–Wade, au voisinage de son point singulier 0∈ C

n, si sont vérifiées d’une part une condition diophantienne sur
algèbre de Lie associée à la partie quadratique, d’autre part certaines conditions sur la forme normale formelle.Pour citer cet
article : P. Lohrmann, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Holomorphic normalisation of Poisson structures whose 1-jet vanish. We show that a Poisson structure whose linear
vanish can be holomorphically normalized in a neighbourhood of its singular point 0∈ C

n if on the one hand, a Diophantin
condition on a Lie algebra associated to the quadratic part is satisfied, and, on the other hand, the normal form satis
formal conditions.To cite this article: P. Lohrmann, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit Π une structure de Poisson analytique au voisinage de 0 deC
r . D’après [5], il existe des en

tiers m et n vérifiant r = 2m + n, tels que l’on peut trouver un bon système de coordonnées holomo
(p1, . . . , pm,q1, . . . , qm, x1, . . . , xn), de façon à ce qu’au voisinage de 0 l’on aitΠ = ∑

1�i�m
∂

∂pi
∧ ∂

∂qi
+∑

1�i<j�n πi,j (x) ∂
∂xi

∧ ∂
∂xj

, où lesπi,j sont des fonctions holomorphes surC
n s’annulant en 0. Dans la sui

on supposera donc queΠ est une structure de Poisson surC
n qui s’annule en 0. Pour les structures de Poisson

la partie linéaire ne s’annule pas, Stolovitch, dans [4], a établi un résultat de conjuguaison holomorphe
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forme normale, qui en général diffère de la partie linéaire. Dans le cas où le 1-jet s’annule, il existe, d’ap
génériquement une forme normale comme suit :

PosonsYi := xi
∂
∂i

. Génériquement la partie quadratiqueΠ2 est diagonalisable, c’est-à-dire queΠ2 peut s’écrire∑
i �=j ai,j Yi ∧Yj , avecai,j = −aj,i . Dorénavent on supposera queΠ2 est diagonal. NotonsΠ = Π2 + ∑

I xIΠI ,
où pour tout multiindiceI ∈ (N ∪ {−1})n, ΠI est quadratique diagonal. Une composante de I peut unique
être égale à−1 si xIΠI reste polynomial, et on peut en avoir au plus deux. NotonsA la matrice(ai,j ). Dufour
et Wade ont montré que sous une hypothèse générique portant sur la partie quadratique, on a l’existe
difféomorphisme formelΦ̂ tel que l’on ait

Φ̂∗Π =
∑

A.I=0

xIΠI ,

où A.I = 0 signifie quexI vérifie la relationL(
∑

j ai,j Yj )x
I = 0 pour touti. On dira alors queΠ est sous forme

normale au sens de Dufour–Wade, et on appellera les termesxIΠI tels queA.I = 0 termes resonnants.

2. Le résultat principal

SoitΠ une structure de Poisson qui admet une forme normale au sens de Dufour–Wade. Les champs de
diagonaux

∑
j ai,j Yj associés à sa partie quadratique engendrent une algèbre de Lie abelienne de dimens

qu’on appelleraS. On noteraS l’espace vectoriel des champs de bivecteurs quadratiques surC
n qui s’écrivent∑

i Ai ∧ Yi , où Ai ∈ S, et tels que si l’on poseAi := ∑
j a′

i,j Yj , on aita′
i,j = −a′

j,i . La notationÔS désignera
l’anneau des intégrales premières formelles deS.

SoitS1, . . . , Sl une base deS etPm+1,2m l’espace vectoriel des champs de vecteurs polynomiaux d’ordres> m

et de degrés� 2m. Les applicationsSi �→ [Si, ·] définissent une représentationρm de S dansPm+1,2m. On dira
qu’une forme linéaireα surS est un poids pour la représentationρm, s’il existeX non nul appartenant àPm+1,2m,
tel que l’on ait pour touti, α(Si)X = [Si,X].

|α| désignera le réel max1�j�l |α(Sj )|, et on poseraωk := inf{|α|, α poids non nul pour la représentatio
ρj ,2� j � 2k}.

Théorème 2.1. Supposons qu’il existe une forme normale formelle(au sens de Dufour–Wade) deΠ , et supposons
de plus qu’elle appartient à̂OS ⊗ S, c’est-à-dire s’écrit

∑
I xIΠI , oùxI ∈ ÔS etΠI ∈ S. Alors

1. Toutes les autres formes normales deΠ appartiennent à̂OS ⊗ S.
2. Π est holomorphiquement normalisable si l’algèbre S vérifie la condition diophantienne

∑
k�0

− ln(ωk)

2k <

+∞. Cela signifie: il existe un germe de difféomorphisme holomorpheΦ : (Cn,0) → (Cn,0) qui conjugueΠ à
une forme normale.

On montre que la condition
∑

k�0
− ln(ωk)

2k < +∞ est indépendante de la norme sur les formes linéaires suS.

Corollaire 2.2. Si Π est diophantien et siΠ est formellement quadratisable, alorsΠ est holomorphiquemen
quadratisable.

3. Interpretation géométrique

Stolovitch, dans [3] 2.2, 5.3, 5.4 a établi les résultats suivants :ÔS est uneC-algèbre de type fini, et il existe de
monômes deCn u1, . . . , up tel queÔS = C[[u1, . . . , up]]. Les relations entre lesui définissent une variété alg
briqueCS dansCp, de dimensions, oùs est le nombre maximal deui algébriquement indépendants. L’applicati
π :Cn → C

p définie parπ(x) = (u1(x), . . . , up(x)) est une fibration singulière au dessus deCS . De plus chaque
S est tangent aux fibres deπ .
i
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Renvenons àΠ . Sous les conditions du Théorème 2.1, il existe au voisinage de 0 un système de coord
holomorphe tel queΠ ∈ OS ⊗S, oùOS désigne les intégrales premières holomorphes deS. Dans ces coordonnée
la restriction deΠ à une fibre deπ est alors un élément deS dont la matrice dépend uniquement de la fibre.

De plus, sur chaque fibreF , pour toute fonction holomorphef , le champ hamiltonien def relativement àΠ
est tangent àF . On en déduit que les feuillets symplectiques deΠ sont, au voisinage de 0, incluses dans les fib
deπ . Ces feuillets symplectiques ont la dimension de l’algèbreS. Si la dimension deS est égal àn − s, alors aux
points réguliers deπ , les feuillets symplectiques deΠ coïncident avec les fibres.

4. Notations

Appelonsécriture de reférenced’un champ de bivecteurs ou d’une structure de Poisson une écriture de la∑
I,i<j xIαI

i,j Yi ∧ Yj .

Pour Π holomorphe (donc aussi pourΠ polynômial) définissons‖Π‖r comme maxi,j
∑

I (r
|I |+2|αI

i,j |). Si

a = ∑
I aI x

I est une fonction holomorphe, alors définissons|a|r = ∑
I |aI |r |I |. Si X est un champ de vecteu

holomorphe alors‖X‖r désigne le maximum de la norme| |r des coordonnées. On définira également‖A‖r comme
maximum de la norme des coordonnées, siA est un champ holomorphe d’endomorphismes deC

n. On noteraDr

le polydisque de rayonr deC
n.

5. Esquisse de démonstration [2]

5.1. L’equation cohomologique et la majoration de ces solutions

Supposons queΠ soit normalisé à l’ordrem+1. SoitΠm sa forme normale partielle de degrém+1. Appellons
Bm∗ les termes non résonnants deΠ qui sont d’ordre> m + 1 et de degré� 2m + 1. SoitΦi un difféomorphisme
formel tangent à l’identité qui normalise du degrém+1 à celui de 2m+1.Φi est de la forme Id+Zm +R, oùR est
d’ordre strictement supérieur à 2m quelconque, etZm ∈ Pm,2m est un champ qui vérifie l’équation cohomologiq
J 2m+1([Zm,Πm]) = Bm∗ .

Proposition 5.1. On peut determiner unZm tel que l’on ait la propriété suivante: il existe indépendament de
un réel positifη et une constantec(η), tel que l’on ait pour tout r dans l’intervalle]1

2,1], l’implication suivante: si

‖Πm − Π2‖r < η et si‖D(Πm − Π2)‖r < η, alors‖Zm‖r � c(η)

ω2 ‖Bm∗ ‖r , avecω = inf{|α|, α poids non nul pour
la représentationρm}.

On va choisirZm d’une part sans composante resonnante. MaisZm n’est toujours pas unique.
Afin de majorer les solutions de l’équation cohomologiqueJ 2m+1([Zm,Πm]) = Bm∗ , on cherche n champs d

vecteursBi qui vérifient
∑

i Bi ∧ Yi = Bm∗ , et qui sont tels queJ 2m+1([Zm,Πm]) = Bm∗ se décompose selon le
Yi du deuxième facteur du produit exterieur.

Plus précisément, soitΠm donné dans l’écriture
∑

I xIΠI , et soient alorsNfi des champs de vecteurs tels q
Πm = ∑

i Nfi ∧ Yi . La condition sur la forme normale fait queNfi ∈ ÔS ⊗ S.
On demande auxBi que l’equation cohomologique se décompose enn équations de la formeθ(Nfi,Z

m) = Bi ,
où θ est défini comme suit : siA est un champ de vecteurs linéaire, etB un champ de vecteurs quelconque, al
θ(A,B) = 2[A,B]. Si f est une fonction, alorsθ(f A,B) = f θ(A,B) +LBf A.

Notons Ai := ∑
i ai,j Yi . Soit ν ⊆ {1, . . . , n} tel que la famille de champs(Ai)i∈ν soit une base deS.

Ai → θ(Nfi, ·) définit une certaine représentation deS dansPm,2m. On obtient, en adaptant des démonstrati
de résultats de Stolovitch [3], le lemme suivant :
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Lemme 5.2. Soitβ un poids non nul pour la représentationρm. Pour tout i qui vérifieβ(Ai) �= 0, l’application
θi := θ(Nfi, ·) est inversible sur l’espace de poidsPβ associé. Soiti0 ∈ ν un indice tel que|β| = |β(Ai0)|. Soit
Γ ∈ Pm,2m ∩Pβ et∆ = θ−1

i0
(Γ ). Il existe, indépendament de m, un réel positifη et une constantec(η), tel que l’on

ait pour tout r dans l’intervalle]1
2,1] l’implication suivante: si ‖NFm

i0
−Nf 2

i0
‖r < η et si‖D(NFm

i0
−Nf 2

i0
)‖r < η,

alors‖�‖r � c(η)

|β|2 ‖Γ ‖r .

Soit β un poids non nul pour la représentationρm. NotonsPβ l’espace de poids associé, et̃Pβ l’espace des
bivecteurs polynômiaux qui ont une écriture de la forme

∑
i �=j fi,j Yi ∧ Yj , tel queLAk

fi,j = β(Ak)fi,j pour

tout k. On peut décomposer l’équation cohomologique selon les poids non nulsβ, en projetantBm∗ sur P̃β , etZm

sur Pβ . Ceci correspond, au niveau des équationsθ(Nfi,Z
m) = Bi , à une décomposition selon les espaces

poidsPβ .
On obtient, en se restreignant auxPβ et aux P̃β , le résultat suivant : il existe des champsBi,β , tels que∑
i Bi,β ∧Yi soit la projection sur̃Pβ deBm∗ , et tels que les équationsθ(Nfi,Z

m
β ) = Bi,β aient une unique solutio

commune sans termes resonnants, c’est-à-dire dans le noyau de la représentationρm. Ceci est possible de maniè
à ce que pour l’indicei0 défini dans le lemme, l’on ait‖Bi0‖r = 1

r
‖Bm∗ ‖r . La Proposition 5.1 s’obtient alors e

applicant le Lemme 5.2 en posantΓ = Bi0 et∆ = Zm
β .

5.2. L’argument de récurrence

On définit une suite de réels(rk) tel que pourk assez grand l’on ait12 < rk � 1 et tel querk+1 = γk(
1
2k )−2/2k

rk ,

où γk = (
c(η)

(ωk)
2 )−1/2k

. Si Π est normalisé j’usqu’au degré 2k0, alors on définit, pourk > k0, une suiteZk tel que

Φk := (Id+Zk)
−1 normalise du degré 2k au degré 2k+1. PosonsΠ = Πk + Bk∗ + Bk

0 + Rk si Π est normalisé au
degré 2k . Bk

0 (resp.Bk∗ ) désigne alors les termes resonnants (resp. non-resonnants) de degrés> 2k +1 et� 2k+1+1,
Rk désigne les termes de degré> 2k+1 + 1.

Proposition 5.3 (de récurrence). Il existe un entierk0 tel que l’on ait, pourk � k0, la propriété suivante:
(i) Si (a)‖Πk − Π2‖rk � η − 4

2k , (b) ‖D(Πk − Π2)‖rk � η − 4
2k , et

(c) ‖Bk∗ + Bk
0 + Rk‖rk � 1, on a aussi(a′) ‖Πk+1 − Π2‖ � η − 4

2k+1 ,

(b′) ‖D(Πk+1 − Π2)‖rk+1 � η − 4
2k+1 , et (c′) ‖Bk+1∗ + Bk+1

0 + Rk+1‖rk+1 � 1.

(ii) En outre, sous l’hypothèse de(i), on a ‖Uk‖rk+1 � 1
(2k)2 . De plus (Φk)

−1 = Id+Uk vérifie que

(Φk)
−1(Drk+1) ⊆ D

(2k)−1/2k
rk

⊆ Drk .

Après une renormalisation j’usqu’au degré 2k0, on applique le difféomorphismeΨ := (Id+Zk0)
−1 ◦

(Id+Zk0+1)
−1 ◦ · · ·. La Proposition 5.3 permet de montrer queΨ est holomorphe sur un polydisque de rayon1

2.
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