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Résumé

Soit £2 un domaine ouvert d&3 de frontiérer". Le probléme numéroté (1) dans le texte admet une solution unique dans
HY(2), sik e R, Re(%) > 0 sur une portion dé" d’aire S non nulle etg(k, v, £) € H/2(I"). ¢ correspond & 'amortissement
d’'une structure élastique etest 'impédance acoustique normalisée de la paroi interne de la candtél sont des petits
paramétres. Par une décomposition modale adaptée et la réalisation d’'une moyenne sur une bande étroite de norkbre d’onde
une relation intégrale entre la tracewsurI', , ¢ et g, est construite au premier ordﬁe{%, g) en% ete, par I'intermédiaire
du théoréme des résidus. Il ne s'agit pas d’'une équation équivalente au probléme, mais d'une étape vers sa résolution, qui fer
I'objet de publications ultérieureBour citer cet article: D. Brenot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Helmholtz interior problem: coupling a modal expansion and an integral representation. Let £2 be an opened domain
of R3 with a boundary’™. The problem numbered (1) in the text has a unique solutiontig, if k € R, Re(zl) > 0 on a part
of I' the areaS of which is different from zero and(k, y, ¢) € H1/2(F). ¢ is the damping of an elastic structure ané the
normalised acoustic impedance of the internal wall of the cat;/ilyldl are small parameters. Thanks to a proper modal expan-
sion and a mean over a narrow band of wave nurkpen integral relation between the tracewasn I, ¢, ¢ andg is built to the
first orderﬁ(%, g)in % ande, using the residues theorem. It is not an equivalent equation to the problem, but just a step towards
its resolution, which will be published in future papeFs.citethisarticle: D. Brenot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The eigenvalues-y;2 of (2) are real and the sei, constitutes an orthonormal basis in the Sobolev space
HL(£2) [3]. The Green functiorG¢ (4) associated with the problem (1) can be expanded [5] in the biorthogonal
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set of eigenvectors),, andv, of the associated homogeneous problem (5) and its adjoint problem (6). Therefore,
the solution of (1) can be written as (8), expression in which every mgde) can be expressed as (9). The
eigenvalues of (5)—k2 counted with their multiplicity order, tend towarels/2 when Igl — 0, and are complex:

(14) gives their imaginary parts. Every modg of (5) verifies (15). The solution of (1) can thus be written as (16).

A simple application of the Green formula to (9) aje— ! Ieads to (17). (18) results directly from (16) and (17).
The comparison of (22) and (23) (convolutions by the smooth funabig) of the double summation terms in the
expressions (19) and (20)), the use of the residues theorem and hypotheses (28) yield (29).

1. Formulation modale

L'unicité du probleme de Helmholtz intérieur, avec une paroi absorbante [2] :

1)

du

{ Au+k?u=0  dans,
(bu—) =g surr,

est démontrée dans [1]. Les valeurs propreg?, comptées avec leur ordre de multiplicité, du probléme de Neu-
mann homogene

{ Au, + ynzun =0 danss$,

ou _
= 0 surl,

)

sont purement réelles et les modes propres assagiésnormalisés dans3(s2), permettent de constituer une
base orthonormale de'2) [3], soit (—y,2 4+ 1)~/?u,, pour le produit scalaire

a(u,v):/uvdx—i—Z/ gf 88;} . 3

2
La fonction de Green du probléme (1) vérifie formellement

AG? —i—szf = —8(x -,
{ 39G¢ 4)
( an T )}F

et se décompose dans les séries bis-orthogonales des fonctions propres du probléeme homogene associé et de s
adjoint [5] :

{ Aw, +k2wn =0, 5)
(aau;}z" T ”)ir
Av, + k v, =0,
(Bv,, +_Un)‘1—~=0, (6)
Gy S w0 G) SR e @wa () ;
La solution de (1) est donc
n=-+0oo k N d n=-+00
wekey= Y Ir80: S)wkz(y) YOy = 3 anth e, Owa(r), ®

n=—oo n=—oo
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expression dans laquelle chaque magéx) peut encore s'écrire, danstH2),

p:-‘,—oo p:+oo

wa@) = Y GE+ D e upupx)= ( / wn»Tpdx>up<x). ©

p=—00 p=—0 Q

La forme sesquilinéaire qui régit la formulation variationnelle de (5) :
i=3
du 0
L[ e Feo 0
0x; 0x; e
i=1lg r

est H(£2) elliptique mais non hermitienne [4]. Ses valeurs propmﬁ qui, comptées avec leur ordre de multi-
plicité, tendent ver&yn, Iorsque — 0, sont donc complexes. Une application de la formule de Green a (2)
et(5):

(kf-yﬁ)fwn@dxﬂk/%dy:o, (11)
2 r
montre que
k 1
lim /w u—dx=7z9<—>, (12)
e By SN
I2—y24y?2 2

et la série (9) tendra donc, au premier ordr%gn/ers une combinaison linéaire finku,, de vecteurs propres,,

elle-méme vecteur propre associé a la méme valeur pFep,fe Il résulte de (11) que cette combinaison linéaire
Xu, vérifie, au premier ordre eéL

n Xy
(k2 — )/w,lz’undx+lk/Tuldy=O, (13)
r

2
ce qui permet d’estimer la partie imaginaire/ge:
f[‘ |Eun| /¢ d)/ K
fg |2un| dx n '
définissant ainsi 'impédance normalisgedu niéme mode.

k2 —y2= (14)

2. Formulation intégrale

Une simple application de la formule de Green montre que chaque mpde systeme (9) vérifie :

9 ik\/ el
wy(x) = —/<E - z) <m)wn()’) dy (v). (15)
r

La solution du probléme (1) peut donc s’écrire :

n=+00 n= +OO éknleyl
u(x,k,e,¢)= Z an(k, &, Hwp(x) = — an(k &, C)/( )(m)wn(y)dy(y)-

(16)
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Or, toujours par simple application de la formule de Green a (1) :

3 ik\ [ ekl gklx—yl
M(X,k,8,§)=—/<ﬁ - E) (m)u()’,k, E,C)dJ/()’)‘i‘/mg(y,k, g)dy (). (17)
y
r r

Il découle immédiatement de (16) et (17) que :

n= +°° gklx—=yl _ gknlx—y| gklx—yl
txn(k €, f)f( )( )wn(y)dy(y)=/ ———¢ (v, k,e)dy(y). (18)

nhs 4r|x =yl J 4rlx —y|

Pour comparer

n= +<><> knlx—yl
an(k &, C)/( )( )wn(y)dy(y), (19)

et 4 |x —y|
et
n= +oo e""" vl
an(k e, §)/< )(4 )wn(y)dy(y)
n=—o00 7'L’| |
n= +oo ikn|x—y|
= > anlk.e0) / ( )(é“‘ = "é—}>wn<y)dy(y>
n=—00 4 |x — y|
n=+00 ik|x— ikp |x—
— R a(|x —Y|) e =1 (k—kp)|x—y] a e nlx=yl
=2 “”@’&C{/(“k_k” TR )(8ny §><4NM-—M>)
n=—0oo r
x wy (y) dy (¥), (20)
notons que les termes, (k, ¢, ¢) sont de la forme :
" K2 [ gm (v, Dywa () dy (7) 1
2 (k = r ’ . , 21
anh e 0) m:z_oo o+ Ok + k) K —R) k= ki) )

puisqueg(y, k, ¢) modélise I'accélération d’'une coque élastique. Le terme de couplage dunnddestructure
avec le fluide acoustique est inclus dans= K,, — ike,,, ou K,,, € R. Les expressions (19) et (20) sont donc
constituées d’'une somme double sur les indigext n.

3. Relation intégraleentrelatracedeu sur I', ¢, ¢ €t g, au premier ordreﬂ(%,e)

Soit @ (k) une bonne fonction. Comparons la convolution ¢dk) des termes de la somme double de I'expres-
sion (19)

. R TAN
{d)(k)}k{a”’m(k’g’o][(BTy - ?> <m)wn()’)d)’()’)}
k' =00

eiknlx_yl
= / {Cb(k Koty m (', &, C)/( )(7)w;1(y)dy(y)}dk/
¢ J\ 4] |

k'=—00

iz e|kn|x_y|
fk%—@%m@eo/(a-—)(————)w@mwwhz (22)
ny ¢ A|x — y|
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avec la convolution pa® (k) des termes de la somme double de I'expression (20), qui s’écrit de fagon analogue :

- izlx—y|
%{¢(k_z)an,n1(z,8,{)/<i(z_kn)8(|x ¥ e
r

ony  dm|x —y]

e i a i eikn|x7y|
+ (e'(zk")'“')<ﬁ - ?) (m))wn(y) dy(y)} dz. (23)
y

Les fonctions sous les intégrales de contour sont holomorphes en dehors des péles. Le chemin d'intégration est
un demi-cercle du demi-plan inférieur complété par son diamétre, choisi suffisamment grand pour que la contri-
bution du secteur circulaire soit négligeable. Il englobe les pdles, a partie imaginaire négative. Utilisons
le théoreme des résidus pour effectuer la comparaison recherchée. Les pdlgspparaissent clairement dans
I'expression dex, (k, ¢, ) donnée par (8)g(y, k, £) qui y figure posséde elle aussi des pdales k,, (21), qui
représentent les résonances de la structure couplée avec le fluide. A un nombrekddomte®, les termes qui
contribuent de fagcon non négligeable dans (22) et (23) étant ceux pour lesquels

k—kn=0(2), k—kn=0@n) kn—kn="0(5 em), (24)

nous obtenons, respectivement pour chacune de ces deux expressions, les résidus auxipodes =k, :

1 3 ik\ [ TN w,(y)
ﬁ(?”)+!<%_?)(4n|x—y|)<kn—km> e

y (k,%qb(k —kn) [ gm (v, k) wa () dy () N k2®(k — k) [ gm (¥, km)wn () dy(y)) (25)
(kn + k) (ky + ki) (k. + ko) (ko =+ k)
et
1 d ik RN w,(y)
ﬂ(?’g) +/<87 B ?)<4n|x —y|> Ko — ko) V)
r
5 (k,%b(k — k)@l [ gn (. kn)wn () dy ()
(kn 4 ki) G + Koy
N k2 (k — kyy )& n—k)lx=y1 [ gm (3, k) () dy(y))
(ken + ko) (i - Koy )
i9(jx — yl) ehmlyl (kiqb(k—km)fr gm(y,km)wn(y)dy(w)
— n d — . 26
/ ony 4n|x—y|w W are) (ky, + k) (ko + ko) (26)

Sil'on ne s’intéresse qu’aux résonances et a des nombres d’onde suffisamment grands, le terme de la derniére
ligne de (26) devient doublement négligeable, d’'une part parce qu'il n’est pas affecté par une résoqﬁkﬂ%een

n— m)

(d’autant plus marquée qug, et l tendent vers 0) et d’autre part parce qu'il est d'ordre eh,, k,,,. Nous
pouvons alors considérer que I'intégrande de (25) s’obtient a partir de celle de (26) par un coefficient multiplicatif :

(k,%@(k — k)@ E R [ g (3, k) wa () dy ()
(kn + k) Ge + k)
AL dEn k0 [ e (3, k) wn (7) dy(y))—l
(n + k) e+ Ko )
8 (k,féb(k —kn) [1 8 k) wa (N Ay (») k2D (k — k) [ 8m (¥, kn)wn (¥) dy(y)>.
(ky + k) (kp + ki) (ky, + ki) (ki + ki)

(27)



784 D. Brenot / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 779-784

Il est toujours possible de prendre pour fonctidk) une fenétre constante sur une bande suffisamment étroite
pour pouvoir considérer qug, (v, k) n'y évolue pas. Lorsqug, — oo, &, — 0, les parties imaginaires et réelles
dek, k, etk,,, qui vérifient (24), deviennent suffisamment proches pour que I'on puisse écrire :

ks ~ ks ~1
(knthn) kn k)~ Gk k) — 4
km —kn = Km — yn + |(k8m + kn+}’n {];l) = |(k€m + %)a (28)
— _ ik (1 Tom—k) X —y| 2 o (kem+1/(20)) x—
k”_k”_k,,+la(§_n ;T)ZIRe(C_n)’ dl Mx—yl o g=(kem+1/(280)) Ix—y|

Une simplification consiste a considérer que, pour les modes concernés, le facteur multiplicatif ci-dessus est
indépendant des indices etn et vaut(e Re(/Ok—yl 4 g-ke+1/0)Ix=yl)~1 Cette hypothése n'interdit pas de
considérer que les parameéteest ¢ dépendent du nombre d’ondeconsidéré. Elle permet, aprés une sommation
sur tous les résidus dans (22) et (23), une recombinaison de tous les modes acoustiques prépondérants, qui condt
a exprimer la relation (18), a une convolution pres, sous la forme :

N N SWAR-LEael
1— (e ReWO)lx—yl 4 g(ke+1/(2))x—y[)~1 = k d
F/( ( + W amy e )N gy o ke O )

dklx—yl 1
— [ ekad o o(Fe ). 29)
k pa 7[|x - y| C

4. Remarques

_La fonction de Greei¢ (x, y) est dans B(£2) mais pas dans Hs2), puisqu’elle contient une singularité en
¢ En revanche, les modes et w, sont dans M($2). L'opérateur intégral — [, G*(x, y)¢(y)dy est

Ar|x—y|"
un opérateur compact dang 2), ce qui permet sa décomposition en série de fonctions pr%&%@yn (x) =

Jo G*% (x, y)w, () dy. La série qui définit cette fonction de Green ne peut donc pas étre une suite de Cauchy, sinon
elle convergerait dans2). La série (8) résultant d’une convolution de la distribut@iil") parG¢ est fortement
convergente puisque la singularité de la fonction de Green a une contribution nulle dans cette convolution : c’est
une expression correcte de la solutionle (1) y compris sur le bord™ du domaine2. Néanmoins, prendre les
gradients terme a terme de la série (8) revient a convoluer par le gradi€tit ae sens des fonctions et non pas

au sens des distributions (formulation variationnelle), alors@tieet donc la série qui la définit, est singuliére.

Il est anrs normal de retrouver les conditions aux limites homogénes, puisque cela revient a écrire formellement
(3—‘” — (p)|r = —fr( oy ( ,y) — iG’? (x, ey dy(y) =0, Vx € I'. La singularité deﬁi{ ne donne en effet

- gklx—yl

(x=y.ny)
3= P car aun

[x— vI [x=yl

aucune Contrlbutlon pwsng— 4ﬂ|x |3(ik|x —vy|—D(y —x,ny) estd'ordre——;

zéro simple lorsque — y surI", le vecteur lim_, , ‘x Y) étant orthogonal a,.
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