Available online at www.sciencedirect.com

k‘ SGIENCE@DIRECT“

B Ry
ELSEVIER C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 81-86

___ COMPTES RENDUS

http://france.elsevier.com/direct/ CRASS1/

Problemes mathématiques de la mécanique

Films courbés minces ferromagnétiques

Hamdi Zorgat°

a Laboratoire Jacques-Louis Lions, université PierréMarie Curie, boite courrier 187, 75252 Paris cedex 05, France
b CEREMADE, CNRS UMR534, université Paris-Dauphine, place du Maréchal de Lattre de Tassigny, 75775 Paris cedex 16, France

Recu le 21 octobre 2004 ; accepté le 27 octobre 2004
Disponible sur Internet 1e® décembre 2004

Présenté par Philippe G. Ciarlet

Résumé

On considére un film courbé mince ferromagnétique nmmss a un champ magnétique externe. Le comportement du
film est décrit par une énergie dépendant de la magnétisation du film vérifiant la contrainte de saturation. Cette énergie se
compose d’'une partie d’énergie magnétostatique induite et d'un terme d’énergie ayant comme densité une fonction, comprenan
I'énergie d’échange et I'énergie anisotrope. Nous étudions le comportement de cette énergie quand I'épaisseur du film courbe
tend vers zéro. Nous prouvons avec des argumenis-denvergence que les minimiseurs de I'énergie totale convergent vers
les minimiseurs d’une énergie locale dépendant d’'une magnétisation bidimensioPoalleiter cet article: H. Zorgati, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Curved ferromagnetic thin films. We consider a thin curved ferromagnetic film not submitted to an external magnetic field.
The behavior of the film is described by an energy depending on the magnetization of the film verifying the saturation constraint.
The energy is composed of an induced magnetostatic energy and an energy term with density including the exchange energ
and the anisotropic energy. We study the behavior of this energy when the thickness of the curved film goes to zero. We show
with I'-convergence arguments that the minimizers of the free energy converge to the minimizers of a local energy depending
on a two-dimensional magnetizatioro citethisarticle: H. Zorgati, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abridged English version
We consider a thin curved ferromagnetic film (see [1-3,8-10]) occupying an open d@airthe form
~ ~ —h h
Q= {x eR3 3F e, x =% + nas(y (X)) with — <1< E}’ 1)

whereS is the curved midsurface of the filmg(y —1(X)) is the unit vector normal 18 at pointx, andh is the
thickness of the film.

The behavior of the thin film in the absence of an external magnetic field is described by an@raeggnding
on its magnetizationz;. The energy is composed of the induced magstatic energy and an energy term with
densityW including the exchange energy and the anisotropic energy

en(mp) = % / I:W(ﬁih, Vi) + %Vﬁh 'ﬁihi| dx, (2)
2
under the saturation constraint
il =1 in 2y, Q)

whereW is a continuous function verifying some coercivity and growth assumptiong arig® — R is a scalar
potential for the induced magnetic fiek, = —Vu,, verifying the magnetostatic equation:

div(=Viy +ip) =0 inR3 (4)

In order to study the behavior of the thin film when its thickneg®es to zero, we begin by rescaling the energy in
order to work on a domain independent of the thickriegshen, we study the behavior of the induced magnetostatic
energy. Next, we usf'-convergence arguments (see [5-7,11,12]) to study the behavior of almost minimizers of the
free energy when the thickness of the film goes to zeropkbfee that diagonal minimizing sequences are bounded

in V (see (23)) and that their limit points belong ¥y, (see (24)) and minimize the local limit energy depending

on the two-dimensional magnetization

e(0)(m) = / {03 Wo(x, m(x), (m 1lm 2)) + |(as(x), m)|*}dodx, (5)

[0

whereQT3 denotes the tangential quasiconvex envelope (see Definition 2.2).

1. Préliminaires

On considére un film ferromagnétie courbé mince d'épaisseufvoir [1-3,8—10]), occupant un domaiia,
de la forme

2= {x eR3 3t eS, x=i+naz(v1®) avec7h <n< g} (6)
ou S est la surface moyenne a2, qui est une sous-variété bidimensionnelle de classde R® admettant un
atlas comportant une seule caite Cette carte est u61-difféomorphisme. Elle envoie un ouvert boraénclus
dansR? de frontiére lipschitzienne darss az(y~1(%)) est le vecteur normal Jau pointx. Le vecteurasz est
le troisiéeme vecteur de la base covariante du plan tangent associé a lg cartesuppose aussi que la surface
moyenne de?2; est limage d’un ouverb C R? par unC?- d|ffeomorph|smep R? — R2 qui prolongeyr a R?.
Plus généralement, on suppose guest la restriction &2 x (—— ) d’'un c1-difféomorphismel (qu’'on notera

dans la suite¥ par abus de notation) d& qu’on suppose égal & I identité en dehors d’'un compact contebant
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Le comportement du film courbé est décrit par une énergie micromagnétigiépendant de la magnétisation
iy 1IR3 — R3 nulle en dehors d&,, qui représente la densité par uni& masse du moment magnétique. Cette
énergie par unité de volume est de la forme

Y~ 1 ~ ~ 1__. . -
en(mp) = E/ [W(Mh, Vi) + EVMh -Mh:| dx, (7)
2
sous la contrainte de saturation
[Aipl =1 surtout, (8)

ou W est une fonction continue vérifiant les hypothéses de croissance, de coercivité et de caractére lipschitzier
suivantes

3c>0, Ipe]l, +oo, Vx eR3etVF e M3, |W(x, F)|<c(1+|FP),
3y >0,38>0, Vx eR3etVF e M3, W(x, F)>y|F|’ — B, 9)
Vx eR3etVF, F' e M3, |W(x,F)—W(x, F))| <c(1+|FIP~L+|F|P7Y)|F - F'|,

etii, :R® — R est un potentiel scalaire pour le champ magnétique inblpi= — Vi, lequel vérifie I'équation
magnétostatique

div(—Viy, +mp) =0 surR3, (10)

Nous étudions, en utilisant des argumentddeonvergence (voir [5-7,11,12]), le comportement de I'énefgie
et de ses éventuels minimiseurs lorsque I'épaisseur du film courbé tend vers zéro.

Nous commenc¢ons notre étugar un changement d'échelle qui nousmet de travailler sur un domaine
indépendant de I'épaisselr On pose, pour € 21 = {x € R3, (x1,x2) € w et —3 < x3 < 1}, m()(x) =
in (W (x1, x2, hxz)), avecm(h) = 0 en dehors d&2; et pour toutr € R3, u(h)(x) = i, (¥ (x1, x2, hx3)). On pose
aussie(h)(m(h)) = e, (my,), ce qui s'exprime par

1
e(h)(m(h))=/[W<m(h), (m(h),1|m(h),2|Em(h)s)Ah)

1

1 1
+5 <A,{ <u(h),1, u(h). 2, Zu(h),;;), m(h)ﬂdh dx, (11)

ol I'on a posédy, (x) = V¥ Lo W (x1, x2, hx3) etdy,(x) = detV¥ (x1, x2, hx3). La contrainte de saturation s’écrit
Im(h)(x)| =1 pour toutx € £21, et 'équation magnétostatique devient

(V(= AL () 1 Vu(h) (x) + m(h)(x))) : (A} (x)I;) =0 surR3, (12)

100
avecl, = %12 | etolA : B désigne le produit scalaire matriciel défini par B = tr(AB”).
00+
h

On passe en suite a I'étude du comportement de I'énergie magnétostatique, suivie du caldtdlineitia de
I'énergie totale qui nous donnera le comportement desmiseurs et on conclut par une application au modéle
courbé de Gioia et James (voir [9]).



84 H. Zorgati / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 81-86

2. Résultats principaux
2.1. Comportement de I'’énergie magnétostatique

On se propose d'analyser le comportement asgiiqpie du terme d’énergie magnétostatique
1/ - 1
Emag(h)(m) = > Ap w1, u2, Sus).m dp dx (13)
21

lorsque I'épaisseur du film courbé tend vers zéro. Pour cela, étant donRé — R3 mesurable avesr|o, €
L?(£21; $%) etm = 0 sur2¢, on considére le probléme de minimisation : trouvér, m) € U tel que

L (h) (u(h, m)) = in{] In(h)(v), (14)

avec
1(] ., 1 2
I,(h)(v) = 5/ Aplvavo, Ev,3> —m| dydx (15)
R3

et

U= {v € Li (R, Vv e L3(R% R3), / vdr = o}, (16)

B

ol B est la boule unité d&3. On munitU du produit scalaire

1 1
(u, v)un =/ (A;{(u,l,u,z, Eu,:s),A;f(v,l, V2, EU,IS))dh dx, (17)
]R3

ou (x, y) désigne le produit scalaire usuel #&. On démontre qu& muni du produit scalairéu, v)y , est un
espace de Hilbert, ce qui nous permet d’obtenir I'existence d’une solution unique pour le probléme de minimisation
(14) qui vérifie I'équation d’Euler—Lagrange

1 1
/ (AZ <u(h, m) 1, u(h,m) 2, Eu(h, m),3> —m, AZ (v,l, V.2, Ev"?))dh dx=0, Vvel. (18)
R3

Cette équation est la forme faible de (12). En utilisattecéquation, on démontre peoposition suiante qui nous
donne le comportement du terme d’énergie magnétostaligig/).

Proposition 2.1. Soitin (k) une suite de fonctions?(R3; R®) telles quen (h) = 0 sur 2¢ et|m(h)| = 1 sur £21,
vérifiantin(h) — m(0) fortement dand.?(R3; R3), et soitii(h, m(h)) la solution du probléme de minimisation
(14)associée an(h). On a alors

1
Vii(h,im(h)) — 0 dansL?(R%R3) et Eﬁ(h,n_fl(h)) s—w dansL?(R3), (19)
ollw € L2(R3) vérifie
/ w3 2do dx = / |(a3, m(0))|*do d, (20)
R3 21
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oua® représente le troisiéme vecteur colonne de la mam'éex) = (V¥ LW (x1, x2,0))7, lequel est égal a3
sur £21. De plus,

1
Emagh) (m(h)) — Emag(0)(i1(0)) = > / |(as, n_1(0))|2do dx. (21)
21

Ceci nous permet de passer a I'étude des minimiseurs de I'éréhgjie
2.2. Calcul de lar"-limite

Afin d’étudier le probléme de minimisation de I'énergig:) et puisque I'absence d’hypothése de quasicon-
vexité tangentielle d& ne permet pas d'assurer I'existence de solutions de ce probléme, on considére une suite
minimisante diagonale: (k) de I'énergiee(h) dont on est assuré de 'existence, c’est-a-dire une suite telle que

m(h)eV et e(h)(m(h)) = im:/e(h)(m) + he(h), (22)
me
avece(h) — 0 quandr — 0 et
V = {m e LP (R R3), vérifiantm, o, € WP (21; R3), |m| =1, p.p. sur2y etm =0, p.p. sur2{}. (23)

On montre ensuite que toute suite Yea énergie bornée est uniformément bornée daret que ses valeurs
d’adhérence pour la topologie faible #&"7 (£21; R3) appartiennent &

Vu={meV etmz=0surs2,}. (24)
On pose ensuite
Wo(x. y. F):= inf W(y. (Flz)Ao(x)). (25)
ZE€Y

On démontre que cette fonction de Carathéogmyséde des propriétés analogues a cellé® @esavoir qu’elle
est continue et vérifie les propriétés de croissance et de coercivité suivantes

{ 3c>0, VFe M32, VyeR3, Vxew, |Wolx,y, F)|<c(l+|FP), (26)
Iy >0,38>0, VFe M32 VyeR3 Vxew, Wolx,y,F)>y|FIP —B.
On prolonge ensuite I'énergigh) a 'espace.” (£21; R3) en posant
i
400 sinon

On rappelle la définition de I'enveloppe quasiconvexetdiglle introduite par Dacorogna, Fonseca, Maly et Tri-
visa dans [4] et reprise par Alicandro et Leone dangfyjr les fonctionnelles dépendant de la déformation. Soit
F R4 x MN[0, +00[ une fonction Borel mesurable #f uneC?! sous-variété de dimensignde R¢. On
note parT, (M) I'espace tangent 3 eny poury € M.

Définition 2.2. Soity € M et € T, (M)". La quasiconvexification tangentielle geen ¢ relativement ay est
définie par

0Ny 6) = inf{ / (3.6 + Vo) dr: ¢ € WE™(0: T,(M)) } (28)
0

avecQ un cube d&V .
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Dans notre casM est la sphére unité? de RS et Ty(SZ) =yt le plan orthogonal &. Ceci nous permet
d’obtenir le résultat suivant

Théoréme 2.3. La suite d’énergies*(h) estI"-convergente pour la topologie forte de’ (£21; R3). Sal -limite
a pour expression

23 (x. ’ n ) Pdodsx s v
¢+ (0)(m) = w/QT o(x, m(x), (m1lm 2)) + |(az(x), m)|"do sim e Vy 00

400 sinon

Dans le cas du modeéle de G. Gioia et R.D. James [9], pour |8§uest de la formeW (y, F) = ¢(y) + «|F|?,
dans un film mince courbé, I'énergie limite s’écrit

e0)(m) = / {o@) + | (Vi) [* + | (as(v~2(®)), (D)) [P} dF. (30)

N
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