
t

er-
s et

ed
rs

t

ic
s.
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004) 109–114

Analyse mathématique

Opérateurs de composition sur l’algèbre de Wiener–Dirichle

Catherine Fineta, Daniel Lib, Hervé Queffélecc

a Institut de mathématique, université de Mons-Hainaut, « LePentagone », avenue du Champ de Mars, 6, 7000 Mons, Belgique
b Laboratoire de mathématiques de Lens, université d’Artois, rue Jean Souvraz, SP18, 62307 Lens cedex, France

c UFR de mathématiques, université de Lille 1, 59655 Villeneuve d’Ascq cedex, France

Reçu le 3 mars 2004 ; accepté le 27 avril 2004

Disponible sur Internet le 9 juin 2004

Présenté par Jean-Pierre Kahane

Résumé

Dans cette Note, nous étudions les opérateurs de composition sur l’algèbreA+ des séries de Dirichlet absolument conv
gentes. Nous caractérisons les opérateurs de composition bornés dansA+, les opérateurs de composition automorphe
isométriques deA+. Nous étudions aussi leur compacité.Pour citer cet article : C. Finet et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Composition operators defined on the Wiener–Dirichlet algebra.In this Note, we study composition operators defin
on the algebraA+ whose elements are absolutely convergent Dirichlet series. We characterize bounded composition operato
in A+, the composition automorphisms and the composition isometries. We also study their compacity.To cite this article:
C. Finet et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In this Note, we study composition operators on the ‘Wiener–Dirichlet’ algebraA+ of absolutely convergen
Dirichlet series. We extend some results of Newman [9] and Harzallah [7].

We first start with the study ofboundednessof composition operatorsCφ :A+ →A+ associated with an analyt
functionφ :C0 → C0, whereC0 is the half plane Res > 0. We denote byD the space of convergent Dirichlet serie
We shall use the following:
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1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.04.026
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Theorem 0.1[4, Theorem 4]. Letφ generating a bounded composition operator onA+ then we have necessaril

φ(s) = c0s + ϕ(s), c0 ∈ N andϕ ∈ D. (1)

We will therefore restrict ourselves to nonconstant symbolsφ of the form (1).

Theorem 0.2.Cφ is bounded inA+ if and only if(‖n−φ‖)∞n=1 is bounded.

We study theautomorphisms ofA+. A point of view due to Bohr [1] identifiesA+ with A+(T∞) the algebra
of absolutely convergent Taylor series in countably many variables. Therefore we will be led to the interm
study of composition operators onA+(Tk) (thek-dimensional analog ofA+(T∞)) andA+(T∞). We only give the
result for composition operators onA+.

Theorem 0.3.LetCφ be a composition operator onA+. Cφ is an automorphism if and only ifφ(s) = s + iτ .

We also study theisometriesof A+(Tk), A+(T∞), A+. We only give the result onA+.

Theorem 0.4.Letφ :C0 → C0 be an analytic function such thatφ has a continuous extension to�C0 with Reφ(s) =
0 if Res = 0. Then

(a) φ(s) = c0s + iτ , c0 ∈ N, τ ∈ R,
(b) Cφ is an isometry if and only ifc0 > 0.

We finish by the study of the compactness of composition operators onA+.

Theorem 0.5.Cφ is a compact composition operator onA+ if and only if‖n−φ‖−→
n→∞0, and thenReφ(s) � δ for

some positiveδ.

1. Introduction

Newman a étudié les opérateurs de composition sur l’algèbre,A+, des séries de Taylor absolument conv
gentes :

f (z) =
∞∑

n=0

anz
n, avec‖f ‖ =

∞∑
n=0

|an|.

Soit une fonction analytiqueφ :D → D (où D désigne le disque unité ouvert),φ ∈ A+ et Cφ l’opérateur de com
position associéCφ(f ) = f ◦ φ. Alors :

(1) Cφ est un opérateur de composition borné deA+ dansA+ si et seulement si(‖φn‖)∞n=0 est borné [9].
(2) Cφ est un automorphisme deA+ si et seulement siφ(z) = az, |a| = 1 [9].
(3) Kh. Harzallah a montré (voir [7, p. 144]) :Cφ est une isométrie dansA+ si et seulement siφ(z) = azd , |a| = 1,

d ∈ N \ {0}.

Le but de cette Note est de mener une étude similaire dans le cadre de l’algèbreA+ des séries de Dirichlet absol
ment convergentes :

f (s) =
∞∑

ann
−s , avec‖f ‖ =

∞∑
|an|.
n=1 n=1
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Ici, φ sera une fonction analytique :C0 → C0, oùC0 désigne le demi-plan ouvert{s ∈ C, Res > 0}.
Nous étudierons aussi la compacité des opérateurs de composition dansA+ et dansA+.
Cette Note d’annonce ne contient aucune preuve. Celles-ci seront publiées ultérieurement [3].

2. Opérateurs de composition bornés dansA+

Dans ce qui suitφ désignera une fonction analytique non constante définie surC0, etD l’espace des séries d
Dirichlet convergentes, i.e. l’espace des fonctionsϕ analytiques surC0 et représentables par une série de Dirich
convergente

∑∞
1 cnn

−s pour Res assez grand.

Proposition 2.1(cf. [4]). Siφ définit un opérateur de composition bornéCφ :A+ → A+, alorsφ est de la forme

φ(s) = c0s + ϕ(s), c0 ∈ N,

etϕ(s) = ∑∞
n=1 cnn

−s ∈D.

Il est à noter que, comme l’identité n’appartient pas àA+, la fonctionφ n’appartient pas nécessairement àA+
(contrairement à ce qui se passe dansA+).

Proposition 2.2. Soitφ(s) = c0s + ϕ(s), c0 ∈ N, ϕ ∈D, alors :

(a) Siφ :C0 → C0 et siCφ :A+ → A+ est borné,‖n−φ‖ est borné.
(b) Réciproquement, si‖n−φ‖ est borné, alorsφ :C0 → C0 et Cφ :A+ →A+ est borné.

Proposition 2.3. Soitφ(s) = c0s + ∑∞
n=1 cnn

−s , c0 ∈ N,
∑∞

n=1 |cn| < ∞. SiRec1 �
∑∞

n=2 |cn|, alorsCφ est un
opérateur de composition borné deA+ → A+. La réciproque est vraie pourφ(s) = c0s + c1 + ∑∞

j=1 cqj q
−s
j , où

2 � q1 < q2 < · · · sont des entiers multiplicativement indépendants.

Dans ce qui suit, nous allons voir que la condition Rec1 �
∑∞

n=2 |cn| n’est pas une condition nécessaire p
queCφ soit un opérateur de composition borné dansA+.

On peut montrer que,Hk étant le polynôme d’Hermite de degrék (cf. [6]) :

Lemme 2.4. Siλ ∈ R etx est un nombre réel positif, on a:
∞∑

k=0

|Hk(λ)|
k! xk � c(1+ x)1/2exp

(
λ2

2
+ x2

)

où c est une constante positive.

On en déduit :

Proposition 2.5. Soitr un nombre entier etφ(s) = c0s + c1 + cr r
−s + cr2r−2s ; cr , cr2 > 0 et

Rec1 >
(cr)

2

8cr2
+ cr2. (2)

Alors Cφ est un opérateur decomposition borné dansA+. Réciproquement, siCφ :A+ → A+ est borné et s

cr � 4cr2, on a nécessairementRec1 � (cr )
2

8c
r2

+ cr2.

La condition (2) est moins restrictive que la condition Rec1 � cr + cr2 dès quecr < 8cr2.
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3. Automorphismes

Nous caractérisons les fonctions analytiquesφ :C0 → C0 qui engendrent des automorphismesCφ :A+ → A+.
Dans un premier temps, nous nous intéressons au cas du polydisqueDk (pourk entier�1). L’algèbreA+(Tk) est
définie comme suit :
f ∈ A+(Tk) si et seulement si

f (z) =
∑

n1,...,nk�0

a(n1, . . . , nk)z
n1
1 · · ·znk

k , z = (z1, . . . , zk) ∈ D
k

avec

‖f ‖ =
∑

n1,...,nk�0

∣∣a(n1, . . . , nk)
∣∣ < +∞.

On montre que, siφ = (φ1, . . . , φk) est une application analytique deDk dansDk , φ engendre un opérateur d
compositionCφ :A+(Tk) → A+(Tk) si et seulement si

‖φn
j ‖ � C pourj = 1, . . . , k etn = 0,1, . . . . (3)

Rappelons quels sont les automorphismes analytiques deDk :

Lemme 3.1[8]. Les automorphismes analytiques deDk sont les applications de la forme:

φ = (φ1, . . . , φk), oùφj (z) = εj

zσ(j) − aj

1− āj zσ(j)

,

z ∈ D
k, 1 � j � k, |εj | = 1, |aj | < 1 etσ est une permutation de{1, . . . , k}.

On remarque que les automorphismes deDk « séparent » les variables. On en déduit la proposition suiv
(dans laquelleφ :Dk → Dk est une application analytique) :

Proposition 3.2. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) Cφ :A+(Tk) → A+(Tk) est un automorphisme,
(2) φ est de la forme:

φ(z) = (ε1zσ(1), . . . , εkzσ(k)),

où z ∈ Dk etσ est une permutation de{1, . . . , k}.

Nous considérons maintenant le cas du polydisque infiniD∞. On se place dans l’espace de Banachc0 et on
considère la boule unité ouverte dec0 : B = D∞ ∩ c0.

L’algèbre de WienerA+(T∞) est définie comme suit [2] :f ∈ A+(T∞) si et seulement sif est une fonction
analytique dansB et de série de Taylor absolument convergente :

f (z) =
∑
α

aαzα, avec‖f ‖ =
∑
α

|aα| < ∞,

z = (zj )j�1 ∈ B, α ∈ N(∞) et zα = z
α1
1 · · ·zαr

r si α = (α1, . . . , αr ). L’analogue du Lemme 3.1 est alors :

Lemme 3.3[5]. Théorème analytique de Banach–Stone. Les automorphismes analytiques deB sont les applica-
tions de la forme:

φ = (φ1, . . . , φk, . . .),

oùφj (z) = εj
zσ(j)−aj

1−ā z
, z ∈ B, j � 1, |εj | = 1, (aj )

∞
j=1 ∈ B etσ est une permutation de l’ensembleN \ {0}.
j σ (j)
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Nous obtenons, en notant, pouru = (un)n�1 ∈ B, (Tju)n = un si n �= j et 0 sinon :

Proposition 3.4. Supposons que l’application analytiqueφ = (φj )j�1 :B → B satisfait la condition:

φj (Tj z) = 0, ∀z ∈ B, ∀j � 1, (4)

et engendre un opérateur de compositionCφ surA+(T∞). Les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) Cφ est un automorphisme deA+(T∞),
(2) φ est de la forme: φ(z) = (ε1z1, . . . , εnzn, . . .), z ∈ B.

Nous considérons maintenant les symboles générant des automorphismes deA+. Rappelons que H. Boh
[1] a construit un isomorphisme isométriqueD :A+ → A+(T∞) ayant la propriété suivante : si l’on no
z[s] = (p−s

j )j�1, (pj )j�1 étant la suite des nombres premiers, et siφ :C0 → C0 est analytique, alors l’opérate

T = DCφD−1 est un opérateur de compositionT = Cφ̃ :A+(T∞) → A+(T∞), où φ̃ :B → D∞ est une fonction

analytique telle quẽφ(z[s]) = z[φ(s)], s ∈ C0. Il n’y a aucune raison, a priori, pour quẽφ appliqueB dansB. Par
contre, siCφ est une surjection, on peut alors montrer queφ̃ applique bienB dansB et de plus quẽφ satisfait la
condition (4). PuisqueCφ̃ est un automorphisme, la Proposition 3.4 nous permet de déduire alors :

Proposition 3.5. SoitCφ :A+ → A+ un opérateur de composition. Les assertions suivantes sont équivalen:

(1) Cφ est un automorphisme,
(2) φ(s) = s + iτ , oùτ ∈ R.

4. Isométries

Une élaboration de la méthode de Harzallah permet d’abord de montrer :

Proposition 4.1. Soitφ = (φj )
k
j=1 :Dk → Dk une application analytique qui induit un opérateur de compositio

isométrique: A+(Tk) → A+(Tk). Alors il existe une matrice carréeA = (aij ), 1 � i, j � k, aij ∈ N, detA �= 0,
et des signes complexesεj , 1 � j � k, tels que

φi(z) = εiz
ai1
1 · · ·zaik

k , 1 � i � k et z ∈ D
k. (5)

Inversement, tout symboleφ vérifiant(5) engendre un opérateur de composition isométrique surA+(Tk).

Dans le cas deT∞, le résultat n’est plus vrai. Par exemple,φ = (φj )
∞
j=1 :D∞ → D∞ défini parφ1(z) = z1+z2

2 ,
φ2(z) = z3, φ3(z) = z4, etc. engendre une isométrieCφ :A+(T∞) → A+(T∞).

Le théorème de Beurling–Helson [10] nous permet cependant de montrer :

Proposition 4.2. Soitφ = (φj )
∞
j=1 : D∞ → D∞ une application analytique qui induit un opérateur de compositio

surA+(T∞). Supposons, de plus, queφ(T∞) ⊂ T∞. Alors il existe une matrice carréeA = (aij ), aij ∈ N, aij = 0
pour j grand, et des signes complexes(εj ) tels que:

φi(z) = εiz
ai1
1 z

ai2
2 · · ·zain

n · · · , z ∈ B. (6)

Inversement, siφ vérifie(6), φ définit un opérateur de composition surA+(T∞), tel queφ(T∞) ⊂ T∞, et dans ce
cas,Cφ est une isométrie deA+(T∞) si et seulement si la matriceA	 est injective.
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Comme précédemment, pour déterminer les opérateurs de composition isométriques deA+, nous nous ra
menons aux opérateurs de composition isométriques deA+(T∞). L’opérateurDCφD−1 est un opérateur d
compositionCφ̃ de A+(T∞) ; pour pouvoir appliquer la Proposition 4.2,̃φ doit appliquerT∞ dansT∞. Ceci
nous amène à imposer une condition « frontière » surφ. On obtient alors :

Proposition 4.3. Soit une application analytiqueφ :C0 → C0 telle queφ se prolonge continûment à�C0 avec
Reφ(s) = 0 si Res = 0. Alors on a:

(1) φ(s) = c0s + iτ, c0 ∈ N, τ ∈ R,
(2) Cφ est une isométrie si et seulement sic0 > 0.

5. Compacité des opérateurs de composition

Nous terminons par une caractérisation des symbolesφ générant des opérateurs de composition compacts
pectivement dansA+ etA+. Nous obtenons :

Proposition 5.1. Soitφ une application analytique dansD. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) Cφ :A+ → A+ est compact,
(2) ‖φ‖∞ < 1.

Proposition 5.2. Soitφ une application analytique dansC0. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) Cφ :A+ → A+ est compact,
(2) limn→+∞ ‖n−φ‖ = 0.

Remarquons que siφ(s) = c0s + ∑∞
1 cnn

−s ,
∑∞

1 |cn| < ∞ et Rec1 >
∑∞

2 |cn|, alorsCφ est un opérateur d
composition compact dansA+. Il est clair que siφ(s) = c0s + c1 + ∑∞

j=1 cqq−s
j , avec 2� q1 < q2, . . . des entiers

multiplicativement indépendants, alorsCφ :A+ → A+ est compact si et seulement si Rec1 >
∑∞

j=2 |cqj |.
La preuve de la Proposition 2.5 montre en fait que sir est un entier etφ(s) = c0s + c1 + crr

−s + cr2r−2s ;

cr , cr2 > 0, Rec1 > (cr)
2

8c
r2

+ cr2, alors l’opérateur de compositionCφ :A+ → A+ est compact, et la réciproque e

vraie sicr � 4cr2.
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