Available online at www.sciencedirect.com

sc.ence@n.“m

COMPTES RENDUS

ELSEVIE C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 109-114

Analyse mathématique

Opérateurs de composition sur I'algebre de Wiener—Dirichlet

Catherine Finet, Daniel Li®, Hervé Quefféleé

8 Institut de mathématique, université de Mons-Hainaut, Réetagone », avenue du Champ de Mars, 6, 7000 Mons, Belgique
b | aboratoire de mathématiques de Lens, universifriis, rue Jean Souvraz, SP18, 62307 Lens cedex, France
¢ UFR de mathématiques, université de Lille 1, 59655 Villeneuve d’Ascq cedex, France

Recu le 3 mars 2004 ; accepté le 27 avril 2004
Disponible sur Internet le 9 juin 2004

Présenté par Jean-Pierre Kahane

Résumé

Dans cette Note, nous étudions les opgines de composition sur l'algébrét des séries de Dirichlet absolument conver-
gentes. Nous caractérisons les opérateurs de composition bornésitlates opérateurs de composition automorphes et
isométriques dedt. Nous étudions aussi leur compaci®éur citer cet article: C. Finet et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
339 (2004).
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Abstract

Composition operators defined on the Wiener—Dirichlet algebraln this Note, we study composition operators defined
on the algebrad®™ whose elements are absolutely cergent Dirichlet series. We chaterize bounded composition operators
in AT, the composition automorphisms and the composition isometries. We also study their confjpediity.this article:
C.Finetetal. C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).

0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In this Note, we study composition operators on the ‘Wiener—Dirichlet’ algebraof absolutely convergent
Dirichlet series. We extend some results of Newman [9] and Harzallah [7].

We first start with the study dfoundednessf composition operatorS, : AT — AT associated with an analytic
functiong : Co — Cgp, whereCy is the half plane Re > 0. We denote by the space of convergent Dirichlet series.
We shall use the following:
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Theorem 0.1[4, Theorem 4] Let¢ generating a bounded composition operator.4h then we have necessarily
¢(s) =cos +¢(s), coeNandpeD. (1)

We will therefore restrict ourselves to nonconstant symbadé the form (1).
Theorem 0.2.Cy is bounded in4* if and only if(||n“7’||);'l°:1 is bounded.

We study theautomorphisms ofi™. A point of view due to Bohr [1] identifiesA™ with A+ (T) the algebra
of absolutely convergent Taylor series in countably many variables. Therefore we will be led to the intermediate
study of composition operators ont (T¥) (thek-dimensional analog oA+ (T)) andA* (T). We only give the
result for composition operators ofr*.

Theorem 0.3.LetC4 be a composition operator @4 ™. Cy is an automorphism if and only #f(s) = s + it.
We also study thesometrieof AT (T*), AT(T*), A*+. We only give the result opl*.

Theorem 0.4 Let¢ : Co — Cg be an analytic function such thathas a continuous extension@ with Re¢ (s) =
0if Res =0. Then

(@) ¢(s) =cos +it,coeN, t eR,
(b) Cy is anisometry if and only ifp > O.

We finish by the study of the compactness of composition operataskson

Theorem 0.5.Cy4 is a compact composition operator ofi” if and only ifln=?|| — 0, and thenRe¢ (s) > § for
some positive. e

1. Introduction

Newman a étudié les opérateurs de composition sur I'algebfedes séries de Taylor absolument conver-
gentes :

f@ =) an". avec|fll=)_lanl.

n=0 n=0

Soit une fonction analytiqu¢ : D — D (ouD désigne le disque unité ouverd),c A™ et C4 I'opérateur de com-
position associ€y(f) = f o ¢. Alors :

(1) C4 estun opérateur de composition bornéddedansA™ si et seulement sil¢” ()72, est borné [9].

(2) Cy estun automorphisme d&" si et seulement $h(z) = az, la| =1 [9].

(3) Kh.Harzallah a montré (voir [7, p. 144] est une isométrie dans' si et seulement () = az?, |a| = 1,
d €N\ {0}.

Le but de cette Note est de mener une étude similaire dans le cadre de I'algétes séries de Dirichlet absolu-
ment convergentes :

&)=Y am™, avec|fl =) |anl.
n=1

n=1
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Ici, ¢ sera une fonction analytiqu&y — Cp, ol Co désigne le demi-plan ouvelt € C, Res > 0}.
Nous étudierons aussi la compacité des opérateurs de composition danslansA™.
Cette Note d’annonce ne contient aucune preuve. Celles-ci seront publiées ultérieurement [3].

2. Opérateurs de composition bornés dansA™

Dans ce qui suip désignera une fonction analytique non constante défini€guet D I'espace des séries de
Dirichlet convergentes, i.e. I'espace des fonctigrenalytiques su€g et représentables par une série de Dirichlet
convergentg_3° ¢,n™* pour Res assez grand.

Proposition 2.1(cf. [4]). Si¢ définit un opérateur de composition bor@g: At — A™, alors¢ est de la forme
¢(s) =cos +¢(s), coeN,
eto(s) =Y oo jcon* €D.

Il est a noter que, comme lidentité n’appartient pad®, la fonctiong n’appartient pas nécessairemenda
(contrairement & ce qui se passe dany.

Proposition 2.2. Soit¢ (s) = cos + ¢(s), co €N, ¢ € D, alors:

(@) Sig:Co— CoetsiCy: AT — A* estborné)n=?| est borné.
(b) Réciproquement, $iin=?|| est borné, alorg): Co — Co etCy: AT — AT est borné.

Proposition 2.3. Soit¢(s) = cos + Y veqcan™, c0 €N, Y02, |en| < 00. SiRec1 = Y o2, |cnl, alors Cy est un
opérateur de composition borné de™ — A7, La réciproque est vraie poup(s) = cos + c1 + 2?0:1 Cq, qj“‘, ou
2< g1 < g2 < --- sont des entiers multiplicativement indépendants.

Dans ce qui suit, nous allons voir que la conditionciRe: Y7, |¢,| n'est pas une condition nécessaire pour
queC, soit un opérateur de composition borné dais
On peut montrer que; étant le polyndéme d’Hermite de dedrécf. [6]) :

Lemme 2.4.Six € R etx est un nombre réel positif, on:a

0 2

Hi (A A
E | ];((' )lxk < c(1+x)l/2exp<7 +x2>
k=0 ’

ou ¢ est une constante positive.

On en déduit :

Proposition 2.5. Soitr un nombre entier @b (s) = cos + c1 4 ¢,r~* 4 ¢,2r >

(cr)?

C,2

¥ crc2>0et

Rec; >

+c,2. (2)

Alors C,4 est un opérateur deompositim borné dansA*. Réciproquement, iy : AT — A™ est borné et si

, . 2
¢, < 4c,2, on a nécessairemeRec; > gc’r)z +c,2.

La condition (2) est moins restrictive que la conditiondre: ¢, + ¢,z dés que:, < 8¢, 2.
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3. Automorphismes

Nous caractérisons les fonctions analytiqgie€o — Co qui engendrent des automorphisntgs A" — A™.
Dans un premier temps, nous nous intéressons au cas du polyfifgoeurk entier>1). L'algébreA (T¥) est
définie comme suit :

f € AT(T%) si et seulement si

f@)= Z ay,...,n)Zt - z=(z1, ... z%) €D

avec

Ifll= > lau,....,n0] < +oe.

ni,...,nx 20

On montre que, sp = (¢1, ..., ¢x) est une application analytique @¥ dansD*, ¢ engendre un opérateur de
compositionCy : AT (TX) — A*(T*) si et seulement si

g7l <C pourj=1,... . ketn=01,.... 3)

Rappelons quels sont les automorphismes analytiquB$ de

Lemme 3.1[8]. Les automorphismes analytiqueslifesont les applications de la forme
N Zo(j) — aj
¢:(¢17"'7¢k)7 Ou¢](z):6110(]_)7]7
—ajZo(j)
zeDf, 1< j <k, lej| =1, |a;| < 1leto estune permutation dd., ..., k}.

On remarque que les automorphismeside« séparent» les variables. On en déduit la proposition suivante
(dans laquellg : D* — DX est une application analytique) :

Proposition 3.2. Les assertions suivantes sont équivalentes
(1) Cy: AT (T*) — AT(T*) est un automorphisme,
(2) ¢ estde laforme

¢ (2) = (€126(1)s - - - » €kZa (k)
olz € DX eto est une permutation dd., ... ., k}.

Nous considérons maintenant le cas du polydisque ififfii On se place dans I'espace de Banaglet on
considere la boule unité ouverte dg: B = D> N ¢p.

L'algébre de Wiener ™ (T>°) est définie comme suit [2] f € AT (T*™) si et seulement sf est une fonction
analytiqgue dans® et de série de Taylor absolument convergente :

f@ =) auz® avec|f| =) las| <oo,
o o
z=(zj)j>1€B,a e N™® etz? =771 ...z} sia = (a1, ..., ,). Lanalogue du Lemme 3.1 est alors :

Lemme 3.3[5]. Théoréme analytique de Banach—Stohes automorphismes analytiquesBlesont les applica-
tions de la forme

o=(P1,.... ¢, ...),
oUg;(z) = EJ% z€B,j>1lejl=1,(a))52, € B eto estune permutation de I'ensembie, {0}.
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Nous obtenons, en notant, paue (u,),>1 € B, (Tju), =u, Sin# j et0sinon:

Proposition 3.4. Supposons que I'application analytiqpe= (¢;) j>1: B — B satisfait la condition
$;(Tiz)=0, VzeB,Vj>1, (4)
et engendre un opérateur de composit@nsur A*(T*). Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) Cg4 estun automorphisme de* (T*),
(2) ¢ estde laforme ¢(z) = (e121,...,€n2n,...), 2 € B.

Nous considérons maintenant les $ptes générant des automorphismesa4te. Rappelons que H. Bohr
[1] a construit un isomorphisme isométrique: A™ — A+ (T*) ayant la propriété suivante : si 'on note
5 = (pj_s)j>1, (pj)j>1 étant la suite des nombres premiers, et sSCo — Co est analytique, alors I'opérateur
T = DC(,)D—1 est un opérateur de compositidn= ng :AT(T®) — AT(T®), ou¢g: B — D™ est une fonction

analytique telle que (1) = zI?®), s e Co. Il Ny a aucune raison, a priori, pour qgeappliqueB dansB. Par
contre, siCy est une surjection, on peut alors montrer guapplique bienB dansB et de plus que satisfait la
condition (4). Puisqu€¢~) est un automorphisme, la Propositi®.4 nous permet de déduire alors :

Proposition 3.5. SoitCg4 : AT — A™ un opérateur de composition. Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) Cy estun automorphisme,
(2) ¢(s)=s+ir,out eR.

4. Isométries
Une élaboration de la méthode de Harzallah permet d’abord de montrer :

Proposition 4.1. Soit¢p = (¢j)’;.:1 :DF — DX une application analytique qui induiin opérateur de composition
isométrique A*(T*) — AT (T). Alors il existe une matrice carréé = (a;;), 1 <i, j <k, a;; €N, detA #0,
et des signes complexes 1 < j <k, tels que

bi(2) =€zyt - zf%, 1<i<ketzeDt (5)

Inversement, tout symbajevérifiant(5) engendre un opérateur de composition isométriquesstfT~).

Dans le cas d&*°, le résultat n’est plus vrai. Par exempte= (¢j)?°:l:D°° — D> défini par¢g1(z) = %

$2(z) = z3, ¢3(2) = z4, €tc. engendre une isométrdy : A1 (T>) — AT (T).
Le théoréme de Beurling—Helson [10] nous permet cependant de montrer :

Proposition 4.2. Soit¢ = (¢;)72, : D> — D* une application analytique qui indwiin opérateur de composition
sur AT (T®°). Supposons, de plus, q@€T>) c T. Alors il existe une matrice carréé = (aij),aij €N,a;; =0
pour j grand, et des signes complexes) tels que:

$i(z) = €2y 252 - gyn -, zZE€B. (6)

Inversement, sp vérifie (6), ¢ définit un opérateur de composition saif (T), tel queg (T>°) C T, et dans ce
cas,Cyp est une isométrie da ™ (T*) si et seulement si la matricé* est injective.
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Comme précédemment, pour déterminer lesraigéirs de composition isométriques d€, nous nous ra-
menons aux opérateurs de composition isométriqued TEr™). L’opérateurDC¢D‘1 est un opérateur de
compositionCd; de A1 (T); pour pouvoir appliquela Proposition 4.2¢ doit appliquerT® dansT. Ceci
nous amene a imposer une condition « frontiere »¢s@n obtient alors :

Proposition 4.3. Soit une application analytiqu¢ : Co — Cg telle que¢ se prolonge continiment @ avec
Reg¢ (s) = 0siRes =0. Alors on a:

(1) ¢(s) =cos +it, coeN, T €R,
(2) Cy4 estune isométrie si et seulement@t- 0.

5. Compacité des opérateurs de composition

Nous terminons par une caractérisation des symhplgénérant des opérateurs de composition compacts res-
pectivement dand ™ et.AT. Nous obtenons :

Proposition 5.1. Soit¢ une application analytique daris. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(1) Cy: AT — AT est compact,
(2) lI$lloo < 1.

Proposition 5.2. Soit¢ une application analytique darts. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(1) Cy: At — AT est compact,
(2) limy— 400 ||n_¢|| =0.

Remarquons que gi(s) =cos + > 3 can ™%, > 1 lenl < 00 et Recy > Y57 |¢y|, alorsCy est un opérateur de
composition compact dans*. Il est clair que sip(s) = cos +c1 + Z?‘;l cqu‘“, avec 2< g1 < q2, ... des entiers
multiplicativement indépendants, alafg : A* — A" est compact si et seulement siRe> 372, [cy; |-

La preuve de la Proposition 2.5 montre en fait que sist un entier e (s) = cos + c1 + ¢,r 5 + crzr_zs ;
¢r.c2 >0, Reep > g)j + ¢,2, alors 'opérateur de compositiafy : AT — A est compact, et la réciproque est

C
vraie Sic, < 4c,2.
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