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Résumé

On transpose les résultats de Kochen sur les fonctions rationnellesp-adiques à valeurs entières, aux fonctions rationne
aux différences de l’automorphisme de Frobenius des vecteurs de Witt.Pour citer cet article : L. Bélair, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Integral valued difference rational functions over Witt vectors. We transpose Kochen’s results on integral valued ratio
functions over thep-adic numbers to difference rational functions over the Witt vectors with their Frobenius.To cite this article:
L. Bélair, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans son très bel article [5], Kochen donne un analoguep-adique du 17e problème de Hilbert en caractérisan
fonctions rationnellesp-adiques à valeurs dans les entiersp-adiques : ce sont lesf qui satisfont une relation1 de la
formef n + ∑n−1

i=0 aif
i = 0, oùai = si

1+pti
, si , ti ∈ Z[γ (Qp(x1, . . . , xl))], γ (x) = 1

p
x−xp

(x−xp)2−1
. Dans l’analogue

p-adique, le rôle du carréx �→ x2 est joué par la fonctionγ (x), qui prend toutes ses valeurs dans les ent
p-adiques. SoitW(k) le corps des vecteurs de Witt sur un corps parfaitk de caractéristiquep > 0, soit vp sa
valuationp-adique, et soit Frob le relèvement continu de l’automorphisme de Frobenius,x �→ xp, dek à W(k).

Soit F̃p la clôture algébrique du corps premierFp. Les articles [1,2,8] indiquent que les modèles de la thé
élémentaire de(W(̃Fp),Frob, vp) fournissent des domaines universels pour la théorie desp-jets de Buium [3].

Soit γFrob(x) = 1
p

Frob(x)−xp

(Frob(x)−xp)2−1
. On sait que pourx ∈ W(k) on avp(Frob(x)) = vp(x) et on vérifie aussi qu
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1 Pour le raffinementn = 1, qui rend l’analogie plus étroite encore, voir [7].
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et
vp(γFrob(x)) � 0. A l’aide de γFrob et pourk = F̃p, nous transposons les résultats de Kochen aux fonc
rationnelles aux différences de Frob (Théorème 3.5). Des résultats semblables s’obtiennent pour des c
différences valués (voir la définition ci-dessous) dont la théorie est modèle-complète (voir [2,8]) et avec un gro
de valuation discret.2

Un corps aux différences est un corps muni d’un automorphisme. Dans ce contexte on notera généralem
l’automorphismeσ. Dans un corps aux différences(K,σ) on considère le sous-groupe multiplicatifGσ,K =
{σ(x)x−1 : x ∈ K×}. On notex le n-uplet (x1, . . . , xn). Pour un corps valué(K,v), vK désigne son groupe d
valuation,VK son anneau de valuation,resK son corps des restes etmax(VK) l’idéal maximal deVK. Un corps
p-valué non ramifié est un corps valué de caractéristique 0 dont la valuation prolonge la valuationp-adique sur
Q et oùp engendre l’idéal maximal de la valuation. Un élémentx est dit entier sur un anneauA s’il satisfait une
relation de la formexn + ∑n−1

i=0 aix
i = 0, avecai ∈ A. On noteM ≡ N le fait queM,N sont élémentairemen

équivalents. Pour les éléments de théorie des modèles, on renvoie à [6].

2. Corps aux différences valués

Définition 2.1. (i) On appelleracorps aux différences valuéun corpsK muni d’un automorphismeσ et d’une
valuationv tels quev(σ (x)) = v(x) (voir [4]). On notera(K,σ, v) une telle structure.
(ii) Un corps aux différences valué sera ditwittien s’il est p-valué non ramifié et tel quev(σ (x) − xp) > 0 pour

toutx tel quev(x) � 0. Notons que(Q, id) est wittien pour la valuationp-adique.
(iii) Soit (k, σ, v) un corps aux différences valué wittien, et(K,σ) une extension de(k, σ ). On dira queK est

formellement wittien surk s’il existe une valuation qui fait de(K,σ) un corps aux différences valué wittie
et qui prolonge la valuation dek. On désignera parWK/k l’ensemble de ces valuations surK. Un corps aux
différences sera ditformellement wittiens’il est formellement wittien surQ.

(iv) Pourp fixé, on définit dans les corps aux différences la fonction

γσ (x) = 1

p

σ(x) − xp

(σ (x) − xp)2 − 1
.

Notons qu’une valuationv sur un corps aux différences(K,σ) en fait un corps aux différences valué si
seulement si le groupe multiplicatifGσ,K est tel quev(Gσ,K) � 0.

Lemme 2.2[2]. Tout corps wittien possède une extension qui est élémentairement équivalente à(W(̃Fp),Frob, vp).

Lemme 2.3. Soit (K,σ, v) un corps aux différences valué de caractéristique0 tel quev(p) > 0. Alors (K,σ, v)

est wittien si et seulement siv(γσ (K)) � 0.

Preuve. (⇒). Si v(x) � 0 : alorsv(σ (x) − xp) > 0 et v(γσ (x)) = v(σ (x) − xp) − v(p) � 0. Si v(x) < 0 :
alors v(σ (x) − xp) = v(xp) < 0 et v(γσ (x)) = −v(xp) − v(p) � 0. (⇐). On av(p) > 0. Soit a ∈ K tel que
0 < v(a) � v(p). Puisquev(a) > 0 on obtientv(

σ(a)−ap

(σ (a)−ap)2−1
) = v(a) > 0, d’où v(γσ (a)) = v(a) − v(p) � 0,

et doncv(a) = v(p). Ainsi v(p) est le plus petit élément positif devK. Vérifions quev(x) � 0 entraîne
v(σ (x) − xp) > 0. Si v(x) > 0, alorsv(σ (x) − xp) = v(σ (x)) = v(x) > 0. Si v(x) = 0, alorsv(σ (x) − xp) � 0 ;
on ne peut avoirv(σ (x) − xp) = 0 sinon on auraitv(γσ (x)) < 0, ce qui n’est pas le cas par hypothèse.

2 Un autre cas remarquable, mais « direct », est celui oùk est un corps fini. La modèle-complétude se déduit deFix(Frob) = Qp et
[W(k) : Qp] = [k : Fp], et de celle deQp .
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Lemme 2.4([5], Lemme 3).Soit K un corps valué,L/K une extension deK, A un sous-anneau deL tel que
VK = A ∩ K. Soit T = {1 + ma: m ∈ max(VK), a ∈ A}. Alors la clôture intégrale du localiséAT est égale à
l’intersection de tous les anneaux de valuationVL deL tels queA ⊆ VL etVK = VL ∩ K.

Kochen note que siK estp-valué non ramifié alorsT = 1 + pA et 1
p

∈ AT entraîne1
p

∈ A, et aussi que siR

est sous-anneau d’un corpsk etx ∈ R, alorsx−1 est entier surR si et seulement six−1 ∈ R. Dans la suite, siA est
un anneau alorsAT désignera l’anneau de fractionsA[(1+ pA)−1].

Proposition 2.5.Soit(k, σ, v) wittien et(K,σ) une extension de(k, σ ). AlorsK est formellement wittien surk si
et seulement si1

p
/∈ Vk[γσ (K),Gσ,K ].

Preuve. (⇒). Soit VK un anneau de valuation qui rend(K,σ) wittien surk. On aγσ (K) ⊆ VK par le lemme
précédent et doncVk[γσ (K),Gσ,K ] ⊆ VK. Comme1

p
/∈ VK, on a 1

p
/∈ Vk[γσ (K),Gσ,K ].

(⇐). Supposons1
p

/∈ Vk[γσ (K),Gσ,K ], alorsVk = Vk[γσ (K),Gσ,K ] ∩ k et par les remarques précédentes1
p

n’est pas entier surVk[γσ (K),Gσ,K ]T . Par le lemme de Kochen il existe un anneau de valuationVK deK tel que
Vk[γσ (K),Gσ,K ] ⊆ VK et p ∈ max(VK). La valuationv de VK est la valuation cherchée. En effet,Gσ,K ⊆ VK

assure que(K,σ, v) est un corps aux différences valué, et(K,σ, v) est wittien par la proposition précédente.

Proposition 2.6.Soit(K,σ, v) wittien,(L,σ ) une extension de(K,σ) tel queWL/K 	= ∅, soita ∈ L etS ⊆ L \K.

Alors v(a) � 0 pour toutv ∈ WL/K tel quev(S) � 0 si et seulement sia est entier surVK [γσ (L),Gσ,L,S]T .

Preuve.Par le lemme ci-dessus,a est entier surVK [γσ (L),Gσ,L,S]T ssi pour toute extension de la valuation
K à L telle queVK [γσ (L),Gσ,L,S]T ⊆ VL on aita ∈ VL. Or, par le Lemme 2.3,VK [γσ (L),Gσ,L,S]T ⊆ VL est
équivalent à ce que la valuation surL soit wittienne etS ⊆ VL.

Lemme 2.7.Si (K,σ, v) ≡ (W(̃Fp),Frob, vp) alorsVK = γσ (K).

Preuve. Soit a ∈ VK , l’équation a = γσ (x) se ramène àap(σ(x) − xp)2 − (σ (x) − xp) − ap = 0. Posons
z = σ(x) − xp. L’équationapz2 − z − ap = 0 a une solution ssi 1+ 4a2p2 est un carré, ce qui est bien le ca
directement par le lemme de Hensel pourp 	= 2, et en allant mod 8 pourp = 2. Une des deux solutionsz1, z2 doit
être telle quev(zi) > 0 carv(z1z2) = v(−1) = 0 etv(z1 + z2) = v(pa−1) < 0. De là, l’équationσ(x) − xp = zi a
une solution par le lemme de Hensel pour les équations aux différences [4,1,8,2], et on a la solution cherc

Corollaire 2.8. Soit (K,σ, v) ≡ (W(̃Fp),Frob, vp), et (L,σ ) une extension de(K,σ) tel queWL/K 	= ∅, et soit
a ∈ L. Alors v(a) � 0 pour toutv ∈ WL/K si et seulement sia est entier surZ[γσ (L),Gσ,L]T .

3. Fonctions rationnelles aux différences

Dans ce qui suit,K[X]σ désigne l’anneau des polynômes aux différences en les indéterminéesX1, . . . ,Xn, et
K(X)σ son corps des fractions. Par exemple, pourn = 1, f (X) ∈ K[X]σ est de la formef (X) = ∑

aij (σ
i(X))j .

Notons que siK est wittien alorsK(X)σ est formellement wittien surK, puisque par un argument de compac
on peut aller à une extension élémentaire deK qui contienne desxl tels que tous lesσ i(xl) soient algébriquemen
indépendants surK.

Définition 3.1. Soit (K,σ, v) un corps aux différences valué, soitr ∈ K(X)σ et S une partie finie deK(X)σ . On
dit quer est à valeursS-entières, si pour touta ∈ Kn, ou bienr(a) n’est pas défini ou bienv(r(a)) � 0 dès que
pour chaques ∈ S, s(a) est ou bien non défini ou bienv(s(a)) � 0.
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La proposition suivante découle du Lemme 2.2.

Proposition 3.2.Soit(K,σ, v) wittien, et soitr ∈ K(X)σ etS une partie finie deK(X)σ . Si r est à valeursS-entiè-
res dans toute extension de(K,σ, v) qui est élémentairement équivalente à(W(̃Fp),Frob, vp), alorsv(r) � 0 pour
toutv ∈ WK(X)σ /K tel quev(S) � 0.

Comme la théorie du premier ordre de(W(̃Fp),Frob, vp) est modèle-complète [1,8,2] on obtient la proposit
suivante.

Proposition 3.3.Soit (K,σ, v) ≡ (W(̃Fp),Frob, vp), et soitr ∈ K(X)σ et S une partie finie deK(X)σ . Alors r

est à valeursS-entières dansK si et seulement sir est à valeursS-entières dans toute extension de(K,σ, v) qui
est élémentairement équivalente à(W(̃Fp),Frob, vp).

Des Propositions 2.6, 3.2, 3.3 et du Lemme 2.7, ondéduit les résultats principaux de cette note.

Théorème 3.4.Soit (K,σ, v) un sous-corps de(W(̃Fp),Frob, vp) tel que resK = F̃p. Soit r ∈ K(X)σ et
S une partie finie deK(X)σ . Alors r est à valeursS-entières dansK si et seulement sir est entier sur
VK [γσ (K(X)σ ),Gσ,K(X)σ , S]T .

Preuve. On a queK est dense dansW(̃Fp) et (W(̃Fp),Frob, vp) se plonge dans tout extensionω1-saturée de
(K,σ, v) qui est élémentairement équivalente à(W(̃Fp),Frob, vp) (voir [1,8,2]).

Théorème 3.5.Soit(K,σ, v) ≡ (W(̃Fp),Frob, vp), et soitr ∈ K(X)σ etS une partie finie deK(X)σ . Alors r est
à valeursS-entières dansK si et seulement sir est entier surZ[γσ (K(X)σ ),Gσ,K(X)σ , S]T .

Corollaire 3.6. Soit(K,σ, v) ≡ (W(̃Fp),Frob, vp).

(i) (S = ∅) r est à valeurs entières dansK si et seulement sir est entier surZ[γσ (K(X)σ ),Gσ,K(X)σ ]T .

(ii) (S = {X}) r est à valeurs entières surVK si et seulement sir est entier surZ[X, γσ (K(X)σ ),Gσ,K(X)σ ]T .
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