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Résumé

On transpose les résultats de Kochen sur les fonctions rationpe#idiues a valeurs entieres, aux fonctions rationnelles
aux différences de I'automorphisme de Frobenius des vecteurs ddP@ttciter cet article: L. Bélair, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Integral valued difference rational functions over Witt vectors. We transpose Kochen’s results on integral valued rational
functions over the-adic numbers to difference rational functions over the Witt vectors with their Frobdiaiage thisarticle:
L. Béair, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans son trés bel article [5], Kochen donne un analggadique du 17e probleme de Hilbert en caractérisantles
fonctions rationnellep-adiques a valeurs dans les entigradiques : ce sont leg qui satisfont une relatidrde la

-1 [ ~ i —xP ,
forme f" + > "ga; f' =0, olig; = 1J:T sivti € Zly Qp(xa, ..., x))], y(x) = % #X)z_l Dans I'analogue

p-adique, le réle du carré — x2 est joué par la fonctio (x), qui prend toutes ses valeurs dans les entiers
p-adiques. SoitV (k) le corps des vecteurs de Witt sur un corps paiaite caractéristique > 0, soit v, sa
valuationp-adique, et soit Frob le relevement continu de I'automorphisme de Frobenissy”, dek a W (k).
SoitF,, la cloture algébrique du corps premigg. Les articles [1,2,8] indiquent que les modeles de la théorie
élémentaire d¢W (IFF,), Froh v,,) fournissent des domaines universels pour la théoriepdigss de Buium [3].

Soit yerop(x) = % % On sait que pouk € W(k) on av,(Frob(x)) = v,(x) et on vérifie aussi que

Adresse e-mailbelair.luc@ugam.ca (L. Bélair).
1 Pour le raffinement = 1, qui rend I'analogie plus étroite encore, voir [7].
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v, (YFrob(x)) = 0. A l'aide de yrrop €t pourk = F,,, nous transposons les résultats de Kochen aux fonctions
rationnelles aux différences de Frob (Théoréme 3.5). Des résultats semblables s’obtiennent pour des corps au
différences valués (voir la définition ci-dessous) dont &otlie est modele-compléte (voir [2,8]) et avec un groupe
de valuation discret.

Un corps aux différences est un corps muni d’un autghisme. Dans ce contexte on notera généralement
'automorphismeo. Dans un corps aux différencg€X, o) on considére le sous-groupe multiplicaif, x =
{o(x)x~1:x € K*}. On notex le n-uplet (x1, ..., x,). Pour un corps valuék, v), vK désigne son groupe de
valuation,Vg son anneau de valuatiorgs K son corps des restesmetix (Vi) I'idéal maximal deVk. Un corps
p-valué non ramifié est un corps valué de caractéristique 0 dont la valuation prolonge la vatuatiaque sur
Q et ou p engendre I'idéal maximal de la valuation. Un élémermist dit entier sur un anneaus’il satisfait une
relation de la forme™ + Z?:‘(Jlaixi =0, aveca; € A. On noteM = N le fait que M, N sont élémentairement
équivalents. Pour les éléments de théorie des modéles, on renvoie a [6].

2. Corps aux différences valués

Définition 2.1. (i) On appelleracorps aux différences valuén corpsK muni d’un automorphisme et d’'une

valuationv tels quev(o (x)) = v(x) (voir [4]). On notera K, o, v) une telle structure.

(i) Un corps aux différences valué sera dittien s’il est p-valué non ramifié et tel que(o (x) — x?) > 0 pour
toutx tel quev(x) > 0. Notons que@Q, id) est wittien pour la valuatiop-adique.

(i) Soit (k, o, v) un corps aux différences valué wittien, (&, o) une extension dék, o). On dira quekK est
formellement wittien suk s'il existe une valuation qui fait déK, o) un corps aux différences valué wittien
et qui prolonge la valuation de On désignera paVg i, I'ensemble de ces valuations skit Un corps aux
différences sera dformellement wittiers'il est formellement wittien sug.

(iv) Pour p fixé, on définit dans les corps aux différences la fonction

) 1 o(x)—xP
X)=—————>5—.
o = e — a2 -1

Notons qu’une valuatiom sur un corps aux différence%’, o) en fait un corps aux différences valué si et
seulement si le groupe multiplicatif, x esttel quay (G4 k) > 0.

Lemme 2.2[2]. Tout corps wittien possede une extension qui est élémentairement équivalwmﬁ-zpa, Frob v,).

Lemme 2.3. Soit(K, o, v) un corps aux différences valué de caractéristiuel quev(p) > 0. Alors (K, o, v)
est wittien si et seulementsiy, (K)) > 0.

Preuve. (=). Siv(x) > 0 : alorsv(o(x) — x?) > 0 etv(y,(x)) = v(o(x) — xP) —v(p) > 0. Siv(x) <0 :
alorsv(o(x) — xP) = v(x?) < 0 etv(y,(x)) = —v(x?) —v(p) = 0. (). On av(p) > 0. Soita € K tel que
0 < v(a) < v(p). Puisquev(a) > 0 on obtientv(%) = v(a) > 0, d'oll v(y, (a)) = v(a) — v(p) =0,
et doncv(a) = v(p). Ainsi v(p) est le plus petit élément positif deK. Vérifions quev(x) > 0 entraine
v(o(x) —xP)>0.Siv(x) >0, alorsv(c (x) — x?) =v(o(x)) =v(x) > 0. Siv(x) =0, alorsv(oc(x) —x?) >0;
on ne peut avoip(o (x) — x?) = 0 sinon on aurait (y, (x)) < 0, ce qui n'est pas le cas par hypothese.

2 Un autre cas remarquable, mais «direct», est celuk @st un corps fini. La modéle-complétude se déduitFde&Frob) = Q) et
[W(k):Qpl=[k:Fp], et de celle d&,.
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Lemme 2.4([5], Lemme 3).Soit K un corps valuéL/K une extension d&, A un sous-anneau dg tel que
Vk =ANK. SoitT = {1+ ma: m € max(\Vk),a € A}. Alors la cléture intégrale du localisé; est égale a
I'intersection de tous les anneaux de valuatignde L tels queA C V; et Vg =V, N K.

Kochen note que K est p-valué non ramifié alor§ =1+ pA et% € AT entraTne% € A, et aussi que sk

est sous-anneau d’un corpetx € R, alorsx 1 est entier sur si et seulement si—1 € R. Dans la suite, si est
un anneau alord 7 désignera I'anneau de fractiod$(1+ pA)~1].

Proposition 2.5.Soit (k, o, v) wittien et(K, o) une extension dé&, o). Alors K est formellement wittien sursi
et seulement s}g ¢ Vilyo (K), Go k1.

Preuve. (=). Soit Vg un anneau de valuation qui reid, o) wittien surk. On ay,(K) C Vg par le lemme
précédent et dont [y, (K), Go.x] < Vk. Comme% ¢ Vi, on a% ¢ Vilys (K), Go. k1.

(<). Supposonép ¢ Vilys (K), Go k], alors Vi = Vilys (K), Go, k1 N k et par les remarques précéden%es
n'est pas entier s [y, (K), Go.x1r. Par le lemme de Kochen il existe un anneau de valudftipule K tel que
Vilys (K), Gs k] € Vi et p € max(Vk). La valuationv de Vi est la valuation cherchée. En effél, x € Vi
assure quék, o, v) est un corps aux différences valué( &t o, v) est wittien par la proposition précédente.

Proposition 2.6.Soit(K, o, v) wittien, (L, o) une extension de&kK, o) tel queW, x # 9, soitae L etS C L\ K.
Alorsv(a) = 0 pour toutv € Wik tel quev(S) > 0 si et seulement si est entier suV [y, (L), Go,1, Slr.

Preuve.Par le lemme ci-dessus,est entier suVg[ys (L), G4, 1, SIr SSi pour toute extension de la valuation de
K aL telle queVk[ys(L), Gy, Slr € Vi, on aita € V. Or, par le Lemme 2.3Vk[y5 (L), Go.1, ST C Vi est
équivalent a ce que la valuation sliisoit wittienne etS C V; .

Lemme 2.7.Si (K, o, v) = (W(F,), Frob v,) alors Vg =y, (K).

Preuve. Soit a € Vg, I'équationa = y, (x) se raméne ap(o (x) — x?)% — (o(x) — xP) — ap = 0. Posons
z=o0(x) — xP. Léquationapz? — z — ap = 0 a une solution ssi + 4a?p? est un carré, ce qui est bien le cas,
directement par le lemme de Hensel ppug 2, et en allant mod 8 poys = 2. Une des deux solutions, z2 doit

étre telle quev(z;) > 0 carv(z1z2) = v(—1) = 0 etv(z1 + z2) = v(pa~1) < 0. De 13, I'équatioro (x) — x? = z; a

une solution par le lemme de Hensel pour les équations aux différences [4,1,8,2], et on a la solution cherchée.

Corollaire 2.8. Soit (K, o, v) = (W(INF,,), Froh v,), et (L, o) une extension déX, o) tel queW,  x # 9, et soit
a € L. Alorsv(a) > 0 pour toutv € W/ si et seulement si est entier SUZ[y, (L), Go,117.

3. Fonctions rationnelles aux différences

Dans ce qui suitK [X], désigne I'anneau des polyndmes aux différences en les indétern¥nges, X,, et
K (X), son corps des fractions. Par exemple, powrl, f(X)e K[X], estde laformef(X) =) a;; (o (X))/.
Notons que sK est wittien alorsk (X),, est formellement wittien suk, puisque par un argument de compacité,
on peut aller & une extension élémentairékdgui contienne des; tels que tous les’ (x;) soient algébriquement
indépendants suk.

Définition 3.1. Soit (K, o, v) un corps aux différences valué, seit K (X), et S une partie finie d& (X),. On
dit quer est a valeurs-entiéres, si pour tout € K", ou bienr(a) n’est pas défini ou bien(r(a)) > 0 dés que
pour chaque € S, s(a) est ou bien non défini ou biar(s(a)) > 0.
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La proposition suivante découle du Lemme 2.2.

Proposition 3.2.S0it(K, o, v) wittien, et soit- € K (X), etS une partie finie d& (X),. Sir est a valeurss-entie-
res dans toute extension @€, o, v) qui est élémentairement équivalentg®(k,), Froh v,), alorsv(r) > 0 pour
toutv € Wi (x),/x tel quev(S) > 0.

Comme la théorie du premier ordre d@(ﬁ,,), Froh v,) est modele-compléte [1,8,2] on obtient la proposition
suivante.

Proposition 3.3.Soit (K, o, v) = (W(Fp), Frob v,), et soitr € K (X), etS une partie finie de&K' (X),. Alors r
est a valeursS-entieres dan¥ si et seulement si est a valeursS-entieres dans toute extensiondg, o, v) qui
est élémentairement equivalenteVé(F ), Frob v,).

Des Propositions 2.6, 3.2, 3.3 et du Lemme 2.7déduit les résultats principaux de cette note.

Théoréme 3.4.Soit (K, o,v) un sous-corps deéW (F,), Froh v,) tel queresk =F,. Soitr € K(X), et
S une partie finie deK (X),. Alors r est & valeursS-entieres dansk si et seulement si est entier sur
Vi [Vo (K(X)s), G,k X)y»> SIT-

Preuve.On a quek est dense danW(Fp) et (W@p), Frob v,) se plonge dans tout extensian-saturée de
(K, o, v) qui est élémentairement équivalented(F ), Frol, v,) (voir [1,8,2]).

Théoreme 3.5.S0it(K, 0, v) = (W(INF,,), Frob v,), et soitr € K(X), etS une partie finie d& (X),. Alorsr est
a valeursS-entieres dan¥ si et seulement si est entier SUZ[y, (K (X)), Go, k (X), > SIT-

Corollaire 3.6. Soit(K, o, v) = (W(F ), Froh v,).

(i) (S=9)r estavaleurs entieres das si et seulement si est entier SUZ[y, (K (X)s), G,k (X),1T-
(i) (§={X})r estavaleurs entieres sy si et seulement si est entier SUZ[X, y5 (K (X)s). Go,k x), 17 -
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