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Résumé
Algebre différentielle, algebre non commutative et calcul opérationnel conduisent a des méthodes efficaces et simples d’ana
lyse et de compression de signaux transé®ioruités. Deux exemples, I'un académidisitre musical, illstrent notre propos.
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Abstract

Differential compression of noisy transient signals. The analysis and compression of noisy transient signals are handled
via methods stemming from elementary differential algebra, noncommutative algebra and operational calculus. The efficiency
of our approach is illustrated by an academic example and a more concrete case-study which is a musicEd sitglis
articlee M. Fliesset al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).

0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Adresses e-mailMichel.Fliess@stix.polytechnique.fr (M. Fliesgedric.join@cran.uhp-nancy.fr (C. Join),
mboup@math-info.univ-paris5.fr (M. Mboup), hs@mail.cinvestav.mx (H. Sira-Ramirez).

1631-073X/$ — see front mattdrl 2004 Académie des sciences. Publié piaetiier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.10.003



822 M. Fliess et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 821-826

Abridged English version

Introduction

Our algebraic techniques for analysing and compressing noisy transient signals of unknown analytic nature
are further developing recent works [7,9,10] on signacessing and state estimation. This important topic is
illustrated by two case-studies and their computer simulations, which, according to [14], are difficult to analyse
with today’s theories.

Estimating time derivatives

We are using the classic formalism and notations of operational calculus (see, e.g., [4] and [16,17,20]). The
coefficientsa, of the polynomial signaky = >, v € s71C[s 1] satisfy Eq. (4). From

det((—l)" w+1---(v+n)

gvtn+l

), 7o
0<n, V<N

we know thatag, ..., ay arelinearly identifiable[7,8]. To the convergent power serie§) = Zn>0 an ;, ,ay €C,
corresponds the convergent operational power series [16#7]:”>0 T which we call aranalyuc signalwith
respect to timg Replacingey by x in Eq. (4) yields Eq. (5). erteav]eN, v=0,1,. , its solution, which is
the operational estimatef a,. Replace in Eq. (5)5, « > 1,c € C, byc 1)w >0, anddﬁ by (—1)"t"x(¢),
if x(z) is defined. Thenumerical estimatéa, ], (¢) of [au]eN, which verlfles the limits (6) yields differential
compressiomf signals, i.e., a compression which is based on an approximation of derivatives.

Two case-studies

Setx (1) = Re(f (1)) + n"S!, where Ree) designates the real parf,(z) is given by Eq. (7),g(t) = 0.54 +
0.46 cog2rt). The zero-mean Gaussian noigt!is attenuated by low-pass filters, such as iterated time integrals
(see [7-9]). The time-frequency structure of this signal makes its wavelet analysis difficult (see [14], Section 9.4.3).
Fig. 1(a) demonstrates the excellent quality of our estimations.

We are estimating next the first and second order time derivatives of a noisy musical signal, with a similar time-
frequency structure. Polynomial splines of degree 2 are computed via least square methods [2] for the compressior
The lengths of the corresponding time windows are specified by a threshold on the variations of the second orde!
derivative. Quite fast computations, where some standard quantisation methods were also used, lead to the simt
lations of Fig. 1(b). The quality of the compressed musical sound is gooctdrhpression ratewhich we define

(3+1) xnumber of polynomials js equal to 0.2 (the number 3 corresponds to the 3 coefficients of a polynomial

y number of points of the original signal
of degree 2).

1. Introduction

Généralisant les techniques algébriques de [7] pour I'asalgssignaux bruités, solutions d’équations différen-
tielles linéaires a coefficients éventuellement variables, cette Note propose une méthode pour transitoires, de form
inconnue. Pour traiter ce theme fondamental de la littératctueelle (voir [5,14] et, plus particulierement, pour la
compression [11,18,19]), on améliore I'estimation des dérivées proposée en [10] a partir de [9] (voir [6] pour une
application au diagnostic non linéaire). On aboutit ainsi aaompression différentielldasée sur la connaissance
des dérivées. Des simulations numériques pour deux exsrbplités, I'un académique, I'autre musical, ou, se-
lon [14], les méthodes actuelles semblent insuffisantesti#at I'efficacité de notre aéarche, dont les principes
ont fait I'objet d’'une demande de brevet, déja dépobdéstre approche, qui permet, d'aprés ce qui précede, le
débruitage de signaux arbitraires, s’étend, comme le démontreront d’autres publications, a
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— la compression, la détection de contours et de mouvements pour images et vidéos,
— l'estimation deexposants de Holdgrour analyser singularités et turbulence (voir [1]).

2. Cadre mathématique
2.1. Identifiabilité linéaire

Un corps différentie[12,13] 8 est, ici, de caractéristique nulle @tdinaire, c’est-a-dire muni d’une seule dé-
rivation, notéed—ds. Une constanteest un élément € 8 de dérivée nulle. Lensemble des constante®Rdest un
sous-corps, disous-corps des constantéin corps de constantesst un corps différentiel qui ne contient que des
constantes. Solip C k C k(s) C K une tour de corps différentiels, ol le corps de constanteso (@), est engen-
dré par un ensemble fini, éventuellement vil®e= (01, ..., 6,) deparametregconstanty supposés transcendants
par rapport au corps de constamgsTout élémentk € K est unsignal

Exemple 1. Le corps de Mikusiski M, engendré par legpérateursde Mikusihski [16,17,20], est un corps dif-
férentiel par rapport a ldérivation algébrique%, qui, rappelons-le, corspond a la multiplication part. Son
sous-corps de constantes €st

L'ensemble des opérateurs différentiels linéajyes;; aadds—“a, ay € ko(s), est un anneau non commutatif, princi-
pal a gauche et a droite [15], nd&@’a(s)[%], qui contient lalgébre de WeylL5] ko[s][%]. Un opérateur différentiel
est ditpropre (resp.strictement propresi, et seulement si, leg, le sont (rappelons qu’une fraction rationnelle est
dite (strictement) propre si, et seulement si, le degré du numérateur est (strictement) inférieur a celui du dénomina
teur). Il est ditpolyndmial ent si, et seulement sk, € ko[ 2].

Les parametre® sont ditdinéairement identifiablegf. [7,8]) par rapport & € K si, et seulement s@ vérifie
I’équation matricielle :

01
Pl ]=0 1)
Or
ou les coefficients des matrice’, carréer x r, et Q, colonner x 1, appartiennent a Sp@oﬂ)[é}](l’x)' et
det(P) #£0. '

2.2. Estimateurs

Soit N/ko(s) une extension de corps différentiels, telle qaet N soient linéairement disjoints [3] sép(s).
Tout élément de&V est appeldruit, ou perturbation Un bruitn est ditstructurési, et seulement si, il est annihilé
parn € ko(s)[%], n ¢ ko(s) : nn = 0. Sinon, le bruit est diton structuré Soit QK ®x,(s) N) le corps de fractions,
qui est un corps différentiel, de 'anneau différentiel integre;, ;) N. Introduisons lecapteut ou lamesure
bruité y € QK ®gq(s) N), y = x +n3" 4+ n"St otn®" etn"Ssont des bruits, structurés ou non. Alors, (1) devient

01
P E — Q + Rstr+ RnSt (2)
6,

ol y remplacex dansP et Q, les coefficients derS" (resp. R"SY), matrice colonne- x 1, appartiennent a
spaq(s)[ag](ns”) (resp. spa&v)[_dg](nns”)). En multipliant les deux membres de (2) pare Anny,(RS"), ol
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Anng, (RS € ko(s)[%] est I'idéal & gauche des anildteurs des coefficients d@%", on obtient, si d&tA P) #0,
I" estimateur
61
AP| i | =A0+AR™ 3)
Oy
L'estimateur est dipropre(resp strictement propre, polynémiale enl) si, et seulement si, tout coefficient AeP
et A Q est somme d’une fraction rationnelle propre (resp. strictement propre, polyndmiaté)est de termes de

laformewy,oly e yetw € ko(S)[dg] est propre (resp. strictement propre, polynémialeeh). Il est ditminimal
si, et seulement siA est un générateur monogeéne de I'idéal principal & gauchg,ARHM").

Proposition 2.1. Il existe un estimateuf3) que I'on peut choisir minimal et/ou propfgesp. strictement propre,
polyndémial ens—1).

3. Estimation des dérivéestemporelles

Appelonssignal polynémialens—1) tout élément de~1C[s~1]. Avecxy = Y esICs ™, N>1,

v Osu+1
ko=Q, k=Q(ag,...,an), (1) devient :

ﬁ:(—l)n w+1)---(v+na, d'xy

gvn+l T odst

n=0,1,...,N. (4)

Il vient (cf. [12]) :

Lemme 3.1. Le déterminant de la matrice monshenﬁel)"%)ogm < estnon nul.

Corollaire3.2. Les coefficientsg, . . ., ay sont linéairement identifiables.

A la série convergente(t) = 2 _n>00n ;, a, € C, correspond la série opérationnelle convergente [16;1]
Zn>0 it € M, appeléssignal analytiqueou, pour éviter toute confusion avec une terminologie habituelle depuis
Gabor’ (cf [5]),signal analytiqgue en tempRemplaconsy parx dans (4) :

A
Z( 1) w+1)- Svi\;jln)[au]e,v _ (;Sf n=0.1. . N (5)
v=0
On obtient en vertu du Lemme 3.Ebtimée opérationnelle,]., dea,.
Selon les régles usuelles du calcul opérationnel (voir, par exemple, [4] et, pour le formalisme algébrique de
Mikusifski, [16,17,20]), remplagons en (5) :

—Sa, >1,ceC, parc(a 1),,t>0;

dsn par(—1)"t"x(t), six(¢) est définie dans un voisinage ouvert de 0.

Notons[ay,]., (1), Si elle est définie, Bstimée numériquainsi obtenue déu, 1., . Le résultat suivant est essentiel
pour la mise en ceuvre pratique, qui repose sur un compromiszegttié ci-dessous.

Proposition 3.3. Il existe un voisinage ouvett deO tel que, pour € V, [a,]., (¢) Soit définie. Alors,

Iti?a[av]e;v ) = Nir?-oo[aU]eN ) =ay. (6)
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Fig. 1. Simulations numériques. (a) Estimationge ), ad;x (- -). Décalage de 150 pour I'erreur. (b)gBal d’origine (-), signal reconstruit
(- -), indicateurs d'intervalles/)). Décalage de 0.3 pour I'erreur.

Fig. 1. Computer simulations. (a) Estimation%fx ), %x (- -). Offset for the error. (b) Original signal (-), compressed signal (- -). Intervals
are indicated thanks ta\(. Offset for the error.

4. Exemples
4.1. Dérivées d’'un signal académique
Soitx(t) = Re(f (1)) + n"S., oll Refe) désigne la partie réelle, et

F) = %g(“—“) explior) + ﬁg(“—l”l) explisor)

VSo So V51 S
K> t —up . K3 t—uq .
+ ﬁg<5—1> exp(isar) + «/—S—og<5—0> expi&r), (7)

Ko =0.4326,K1 = —1.6656, K> = 0.1253,K3 = 0.2877,&0 = 2173, &1 = 21123, S0 = 1.5, S1 = 3, up = 2,

uy =4; g(t) =054+ 0.46 co$2rr) est unefenétre de HammingCet exemple, emprunté a [14], § 9.4.3, et, en
raison de son étalement temps-fréquence, délicat a anplysendelettes, a le mérite de permettre la validation des
simulations numériques. Le bruif'st, que nous avons choisi, ici, centré et gaussien, d’intensité forte, est atténué
par des filtres passe-bas, comme l'intégration (voir [7-9]). L'excellence de nos estimations est attestée par le zoon
de la Fig. 1(a).

4.2. Compression d’un signal musical

Nous estimons les dérivées d’'ordres 1 et 2 d'un signal musical, qui présente aussi un fort étalement temps-
fréquence. Pour la copressionnous uilisons

— des splines polynémiaux de degré 2 que nous calculons par moindres carrés (cf. [2]);

— des fenétres temporelles dont les longueurs variables sont spécifiées par un seuil sur la variation de la dérivé
seconde;

— des méthodes standard de quantification.

La Fig. 1(b) illustre les calculs quipslignons-le, sont rapidepour le codage et, encore plus, pour le décodage.

. (3+lxnombre de polynémes N - ) ~
Le taux de COMPressiofsmpre de points du signal d’ongmé’u 3 correspond aux 3 coefficients d’'un polynéme de
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degré 2, vaut 0,2. Il est égal a 0,33 sans quantificaiors, le son reconstitué est impossible & distinguer de
I'original. La qualité reste bonne en dépit du bruit de wfifecation, qui serait rédtiiavec des techniques plus
avanceées de quantification [11,19], amidint de méme le taux de compression.
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