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Résumé

Nous présentons une approche originale de la méthode du complément singulier pour les équations de Maxwell dans de
domaines bornés pajonaux. Nous proposons une dégmsition du champ électriquiela Moussaoui E = EX + axp, ou
ER € Hl(w)2, A ne dépend que du domaine et des données; @st connu explicitement. Cette méthode ne nécessite pas de
fonction de troncature. On peut de méme décomposer le chagpétique. Nous montrons qu’on peut améliorer I'estimation
d’erreur.Pour citer cet article: E. Jamelot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Nodal finite element methods for Maxwell’s equationsAn original approach of the singular complement method for
Maxwell's equations in bounded polygonal daims is presented. A &fting of the electric field da Moussaoui is proposed:
E =ER + Axp, whereER ¢ Hl(w)2, depends on the data and domain ampdis known explicitly. The same splitting can
be used for the magnetic field. No cut-off function iseded and improved error estimates are deriVectite this article:

E. Jamelot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The bracketed numbers refer to the French version. The curl operator is denoted by #pbé atpolygonal
bounded domain with N reentrant corners, of anglega; with 1/2 <a; < 1,i €{1,...,Ng}. Let (;,6;) be the
polar coordinates associated to iliie reentrant corner im. Let us consider the generalized electrostatic problem:
Find E € L2(w) such that: roE = fg, divE = gg in o, E - T30 = €, Where fg, gg € L?(w), e vanishes near
reentrant corners ande, 1)o = —(e, 1o 0- Let Xg ={v e H(rot,div; w) | V- 7|3, = 0}. We assume that we can
write: E = E? + e, whereE® ¢ X% satisfies perfect conductor boundary conditions, asdH(w) is a regular

Adresse e-mail : erell.jamelot@ensta.fr (E. Jamelot).

1631-073X/$ — see front mattdrl 2004 Académie des sciences. Publié piaetier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.10.020



810 E. Jamelot / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 809-814

tangential lifting ofe. Let f2 = fg — roteandg = ge — dive. As w is not convexX2 NH(w) is closed inX{.

Then the solution computed with, Lagrange finite elements does not converge, since we cannot approximate the
part of E® which is not inH(w) (the singular part). Nevertheless, thegular behaviour is known explicitly up

to a constant, which can be computed. In order to ddtexrtihe singular part, we study the Helmholtz splitting:

EC = —V¢p + rot ¢, wheregpp andgy satisfy (3). Using Moussaoui’s results [9] concerning solutions of the
Dirichlet problem for the Laplace operator, we find tBatan be splitinto a regular paf® € H1(w) and a singular
partEs =Y, Aix,, with:

Xl = —a; r¥ N (sin; 0,8, + coswifies,)  and AT = (fe,si)o + (gE,55)0 — (€, 53050

wheresb ands§V are the dual singular functions of the Laplace operator for the Dirichlet and Neumann problems.
We refer to [4] for the numerical computation ®f. This splitting is not conforming img since none of the
two parts belongs tX2: EX satisfies diER = gg, rotEX = f in o, andER - 75, = e — 3, A}, - 7)5,,. Note
that there exists a regular tangential lifting®f - T)ow sincex’), - T|3 Vanishes on the edges of thi& reentrant
corner. We call the resulting method theapproach. When working on instationnary problem, one must use the
orthogonal singular complement method (OSCM), developed in [7,5E° is split in two orthogonal parts, both
in X2 : E® = EOR + 3. ¢k, wherex satisfies the static equations: aiy= i, /8, si, and roxi = si,, with
Bl n = lisi, v 13/ (look at [4] for this computation). We can use theapproach in order to compute thé.
Interestingly compared to [7], no cut-off function is required.

We approach the regular part of the electric field component by component with LaBragatinuous finite
elements (k=1 or 2). LetT;, be a regular triangulation @ with vertices {M;=1, N}, anda = min; o;.

Let X2, = {u, € C%®@)?|uy € P(T)? VT € T) anduy, - 75, = 0}. The discrete boundary condition
(U - T190) (M) = 0 is ambiguous at the corners &b and means thaty, (M) = 0. (ER + ) is approached in
X%h, with a regular lifting of the tangential boundary conditidine theoretical convergence rate of the method is

20 —1—¢,Ve > 0in Xg-norm (8), and & — 2 — ¢, Ve > 0 in L?-norm. Numerical experiments (Matlab codg,
FE) are performed for an L-shape domain (a single reentrant cornewwit/3), with non zero divergence and
non zero curl field. We obtain aXg-error of 8% on the coarser mesh, and 2% on the finest mesh (Table 1). The
numerical convergence rate is 0.65. It is better thagreeted (0.33), but it decreases if the mesh is refined.

A priori, we cannot use the-approach or the OSCM for 3D problems, since the dimension of the singular
spaces is in general infinite. Still, they can be used for prismatic or axisymmetric domains [3,8].

1. Introduction

En 2D le comportement singulier (non borné) du champ électromagnétique est connu analytiquement. La mé-
thode du complément singulier, introduite par Assous et al. [1] pour les équations de Maxwell instationnaires avec
charges, consiste alors & décomposer le champ en unelpantégyuliére, et une partie singuliére, prise en compte
explicitement. Nous présentons unethwtle de décomposition dlnamp quasi-électrostatique, dont I'originalité
par rapport au travail de Hazard et Lohrengel [7] repasdesfait qu'on ne requiert pas de fonction de tronca-
ture. Celle-ci est remplacée par une condition awitéeinon-homogéne. Elle peut étre utilisée pour calculer le
complément singulier orthogonal, utile lorsqu’oavaille sur les équations instationnaires [5].

2. Le probléme modéle et le formalisme associé

Soitw € R? un polygone simplement connexe de frontiése On suppose quéw contient Ny coins rentrants,
d'anglesr/a; (1/2< ;i <1),Vi e{l,...,N¢}. Posons(r;,6;) le couple des coordonnées polaires par rapport au
€M coin rentrant. On définik = min; «;, le paramétre correspondant au coin le plus rentrant.

Soienty le vecteur unitaire sortant normaba et t, le vecteur tangentiel associé, tel qaev) forme une base
orthonormée directe. Poure H(w), | = Vu - vj5, désignera la dérivée normale desurdw.
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SoientL2(w) = L?(w)?, etH(w) = HY(w)?. On posera Xg = {v € H(rot,div; w) | V - T3, € L2(dw)}, et
Xn ={veH(ot,div; w) | V-3, € L?(dw)}.

Les problemes électrostatique et magnétostatique généralisés sont :

TrouverE € L?(w) tel que: rotE = fg, divE = gg dansw, E - Tjow =e. 1)
TrouverH e L?(w) tel que: rotH = fiy, divH = gy dansw, H - vy, = h. (2)

On considére qué, g. € L%(w). Pour que les problémes (1) et (2) soient bien posés, il faut et il suffit que :
(fe, Do = —(e, Do e et (gH, Do = (1, Do, Les hypothéses sur les données correspondent & une énergie élec-
tromagnétique finie. On choisitet 2 s’annulant au voisinage du coin rentrant, et tels qu'’il existe un reléevement
régulier dee (resp.h) : e (resp.h) e HY(w) tel quee- Tip0 = e (resp.h- vy, =h) [2].

PosonsE = E? + e, et H = HY + h. EC et HO satisfont les problémes (1) et (2) homogénesi = 0)
avec les données 'gg H = &eH — diveh, et ng = fen — rote,h. Nous avonsEY e Xg, ou
X2 ={ueXe|u- 79, =0} et HO e X% ot: X% = {u e Xy |u- v, = 0}. L'équivalence entre la norme du
graphe et la semi-norme des espa)&%setxﬂ est bien connue [2]. Pour les deux espaces, le produit scalaire est
défini ainsi :(u,v)x = (divu, divv)g + (rotu, rotv)g.

Soit X2, = X2, N H(w) I'espace régularisé di? . Lorsque le domaine est convexeXgfy = X2 ;.

Au contraire, lorsqu’il existe un coin rentram%ﬁ, estdtrictement inclus dansxg y» et estfermé dans celui-

ci. Les éléments fini’x de Lagrange ne permettent pas de capter les parties singuliéresithoGeci étant,
le comportement singulier des champs est connu expiieite, & un coefficient multiplicatif pres. Une fois ce
coefficient approché, on peut se contenter de calculer la pgéttiges champs : c’est laéthode du complément
singulier. Afin de déterminer les parties singuliéres, étudions le probléme aux potentiels.

3. Le probléme aux potentiels
3.1. Ladécomposition de Helmholtz
Considérongbp, ={¢ € H}(»): Ap € L% (w)} et @y ={¢ € H (w) N Li(»): A € L?(w), dy¢js0 = O}. Le
champ électriqu&® se décompose selofE® = —V¢p + rot ¢, avecop etpy solutions de :
Trouvergp € ®p etpy € Oy tels que —Agpp = g2 et — Mgy = f2, dansw. (3)
De méme, on associe au champ magnétique la décomposition de Helmholtz sulk8nterot yvp — Viyry, ol
Y ety satisfont (3) avec les donnégs et gl

3.2. Décomposition des potentiels en partie singuliére et partie réguliére

Soit@f \, = @pn N H?(w) la partie réguliére d&p v, ety , telle quedp v = PR \ & @}, unepartie
singuliére de @p n. En 2D,<I>IS)1N est de dimension finie, égale au nombre de coins rentrants [6]. Plusieurs choix
sont possibles (espaces orthogonaux ou non). Loreoest convexeqbg,N = @p n. Lorsquew contient un coin
rentrant,dﬁg’N est fermé et strictement inclus dadég n, et on sait que [6] :

Ve > 0,0 y C H % (w), mais®}, y ¢ H ™ (w); ¢f \ C HT2 (o). (4)

La solution¢gp y est décomposée en une partie régul'téﬁgN € <D§’N et une partie singuliérey’ e ‘pzSJ,N
connue explicitement. Nous choisissons une décompnsita orthogonale des solutions, décrite par Moussaoui
dans [9] pour le probléme de Dirichlet, et dont nous nous sommes inspirés, a l'aide de [6] pour le probléme de
Neumann. On obtient alors les résultats suivants :

Proposition 3.1.Les solutions de (3) sont telles que :
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Ner

o=+ Y Mrqh, OUGL € H2(w), Ay = (82, 5h)o/7, et g}, =r{" sinai6},
i=1
NCr . . .

N =¢8+ > Myak, oUgf e H (w), Ny = (f2.sh)o/7, etqly =r{" cosu;;.
i=1

st, etsh, sont les singularités duales du Laplacien poui®®@® coin rentrant [6].q%, et ¢}, sont lesparties
principales des singularités primales du Laplacien. Le calcul numérique.tie®st détaillé dans [4]. Le calcul
desx’}v est similaire. On peut appliquer ces résultats aux potentiels magnétiques, puisqu’il s’agit formellement des
mémes problémes. Dans la partie suivantene s’intéresse qu’athamp électrique.

4. La A-approche
4.1. Décomposition non orthogonale
Nous constatons que=Vq* = rot g}, = —ozirf”_l(sinozﬂieri + cos;6;€y,). Posonsc, = —Vgl.

Proposition 4.1.Le champ électrique E° se décompose en une partie réguliére et une partie singuliére selon :
NCI’ . . . . .
E°=ER+E® OouER =-Vgf +rotef ES =) aix}, avecd’ = 2%, + 2.
i=1

Proposition 4.2.Sous I” hypothése que e S annule au voisinage des coins rentrants, on a :

M= (fe sy)o + (8E,51)0 — (€,5)90)000-

D'aprés (4),Ve > 0, ER ¢ H2~¢(w)2. Cette décomposition est non conforme daﬂ@spuisque les parties
réguliére et singuliére ne sont pas da@s Ona:ER To=—; A xP T|9w (xP Tlow est nul sur les arétes

du coin rentrant et régulier ailleurs)E = E° + e s'écrit alors :E = E + ES, ol E = ER + e H(w). Soit
eA € Hl(w) un relévement régulier de la condition aux limites tangenneEe T|ow = ER T|30 + e. Posons :

E=E%+e,0uE e XER satisfait le probléme (1) homogéne avec les donggesdive, et fE —rotey.
4.2. Décomposition orthogonale

La méthode du complément singulier orthogonale (MCSO) a été largement développée dans [5]. C'est
cette méthode qui sera adaptée au cas instationriEieerepose sur la décomposition conforme et orthogo-

0 0 _ yOR X 08 0.8
nale deXg de la forme :Xg = Xg™ & X7, ou les parues smguheres sont telles quEég” = vect{x } ou
X = —(B%/BY) Vph, + rot\pﬁv,ﬂb = ||s;')|| /7[ etBl = sy || /m. Les Py € Ppy sont les singularités pri-
males du Laplacien pour iE™M€coin rentrant, telles que=Apl, y = sp y dansw. Le champ électrique® s'écrit
alors :E? = EOF 4+ EOS, o0 E®S = 3, ¢'xk. D'aprés (4),Ye > 0, EOR ¢ 25 (4)2. Les vecteurss peuvent
étre calculés de deux fagons. D’'une part en dérivant les potepgg{,s approchés par les éléments finis continus
de Lagrange’y, Iesxg étant alorsPy_1 discontinus. D’autre part, avec laapproche, en résolvant le probléme (1)

homogene avec les donnéeg::= s}, ge = B,/ B}y s, (pour le calcul degy, , , voir [4]). Cette derniere méthode
est naturellement plus précise.
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5. Calcul du champ électrique par les éléments finis
5.1. Le probléme continu

Une fois lesk), , et B},  calculés, on résout :
(i) A-approche: TrouverE® e X2 tel quevv e X2

(E%V)xo = (8€, divv)o + (fe, r0tv)0 — (&4, V)xa, (5)

(i) MCSO : TrouverE®F e X2 etc’ e R, i €{1,...,Ng} tels que :

NCI’
E™X )y + ) ¢! (X5, V)xo = (gE. divV)o + (fe. TOWV)0 — (& V)xa, WV € XE, (6)
i=1
. Ner . ’31' X
(EO'R,xg)xg +y ¢ (X5, Xg)x0 = ﬁ—?(gE,s}))o +(fe.sy)o — (@ Xg)xo, Vi e€{l, ..., Ne. )
i=1 N

En pratique, on se raméne au calculde E° + e, pour (5) etE = EO + e pour (6), (7).
5.2. Discrétisation et analyse de convergence

Nous approchons le champ électrique par les éléments finis comtinds Lagrange, composante par com-
posante. Soif , une triangulation conforme du domaine Soient {M;—1 N} les points de la discrétisation.
L'espace de discrétisation d@R est :X%h ={uy € C%@)?|up € P(T)? VT € T, etuy, - 7, = 0}. La condi-
tion aux limites discrétéuy, - t|5,,) (M) = 0 est ambigue aux coins du polygone, et signifieau@/;) = 0. Nous
avons donc deux methodes de discedttn possibles pour approcHer.

(i) A-approche: Calcul des\) = (fE,h,S}V,h)o + (gE,h,s’D’h)o — (ehaS}v,maw)O,aw par intégration numeérique, en
ayant approché Iegﬁ)yN par les éléments finis continus de Lagramj({sj)yh etsjv’h) ; puis calcul deE), dansxg,h,
avec un relevement discret de la condition aux limites tangenﬁ@llerm, ==Y A;I (xj,, “T|3w)h + en.

(i) MCSO : Calcul desg, , par intégration numérique, calcul defs,, par (i), puis calcul dé), et desc)

dansxg »» @avec un relevement discret de la condition aux limites tangenﬁ@ll&ww =ep.

Proposition 5.1.Soit E;, I"approximation de E par (i) ou (ii). Alors Ve > 0, il existe une constante C, > 0 qui ne
dépend que de ¢ telle que:

21— o 11112 2 2
IE —Enllxe < Ceh S ol lullxe = lulle + U~ Tjawlio 40- (8)

Preuve. (i) A-approche: Il existe des constant&s, C’ et C; telles que :

A=Al | < Ch® (daprés[9,4]), (9)
lex — enlixe < C'h™M2*K  (erreur d'interpolation et erreur sur leg), (10)
|EC — Eguxg < CLh*~17¢ Ve > 0 (en suivant [7]). (11)

(i) MCSO : D'aprés [7], il existe une constan telle que|c’ — c,| < C°h?*, et on sait quéix , — XIxe
vérifie (8). De plus, on a I'estimation (11) sur le calculE?. O

Corollaire 5.2. Ve > 0, il existe une constante CO qui ne dépend quede ¢, telle que: ||[E — Ejlo < Coh%—2—¢,
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Preuve. Utiliser I'astuce d’Aubin—Nitsche. O
Si nécessaire, il est possible d’améliorer la vitesse de convergence : en raffinant localement le maillage, ou

en calculant explicitement les termes singuliers suvain champ [10], ou encore en calculant avec précision la
solution au voisinage des coins &le a I'aide d’opérateurs Dirichlet—-Neumann [1].

6. Résultats numériques et conclusion

Tableau 1

Erreurs de discrétisation

Table 1

Discretization errors

h 2,17% 1 1,21e71 7,61e72 4,7% 2 3,022
IEs — Ellxg/IElxg 8,532 5,608~2 4,032 3,052 2,3%2

Les tests sont effectués sur un domaine en forme de L avec un seul coin rentrant, de paran®Be g est
constant fg est affine, et = 0, de sorte que la solution de (1) n’est pas ddh&v). Nous utilisons des maillages
triangulaires (de 620 a 158 720 éléments), avec I'élément fini de Lagandien’est pas nécessaire de connaitre
la solution exacte pour faire le calcul d’erreur, puisque la norme du graphe est équivalente a la semi norme. On
obtient les mémes résultats pour les deux méthodes de calcul. Le taux de convergence numérique est d’enviro
0,65, ce qui est meilleur que la théorie (0,33), mais il se dégrade au fur et & mesure qu’on raffine le maillage, car le
régime asymptotique du taux de convergence (qui varie de 0,72 entre les maillages 1 et 2, a 0,53 entre les maillage
4 et 5) n'est pas encore atteint. Néanmoins I'erreur relative est de I'ordre de 2 % sur le dernier maillage. A priori,
ces méthodes ne s’appliquenspux problémes tridimensionnels, lesasgs singuliers n’étant pas de dimension
finie en général, mais elles s’appliquent aux cas ¥2B: domaine prismatique ou axisymétrique [3,8].
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