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Résumé

Nous considérons la stabilité des équationsdes ondes avec un amortissement visco-élastique distribué autour de la frontière
du domaine. Nous montrons que l’énergie du système tend vers zéro uniformément et exponentiellement pour tou
initiale d’énergie finie.Pour citer cet article : K. Liu, B. Rao, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Exponential stability for the wave equations with local Kelvin–Voigt damping. We consider the stability of wave equ
tions with local viscoelastic damping distributed around the boundary of domain. We show that the energy of the sys
uniformly and exponentially to zero forall initial data of finite energy.To cite this article: K. Liu, B. Rao, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Local viscoelastic damping is a natural phenomena for the elastic bodies which have one part made of viscoe
tic material. LetΩ ⊂ R

N be a bounded open set with Lipschitz boundaryΓ . We consider the wave equation wi
locally distributed viscoelastic damping given in Eq. (1).

Here we assume thatρ(x) � ρ0 > 0, a(x) � a0 > 0 andb(x) � 0 for all x ∈ Ω . It is easy to verify that the
energyE(t) of the system defined by Eq. (2) is a Lyapunov function. In [10], we prove that the energyE(t) tends
to zero when the damping term is effective in a set of positive measure.
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1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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There are a number of publications concerning the wave equations with local viscous damping (see
However, only a few results are known for the wave equations with local viscoelastic damping. In [8],
proved that the energy of an one-dimensional wave equation with local viscoelastic damping does not decay ex
nentially if the damping coefficientb is discontinuous across the interface of the materials. Nevertheless, thi
not contradict the well known ‘geometric optics’ condition of [1], since the viscoelastic damping is unbounded in
the energy space. Moreover the spectral analysis shows that the system (1) has two branches of eigenvalues.
real part of the first branch goes to−∞, and that of the second branch goes to 0−. This explains that the loca
viscoelastic damping reacts strongly on the damped region and reduces quickly the perturbations. However, it
influence is very weak on the undamped region, where theenergy decays slowly. It is thought that the loss of ex
nential stability is caused by the discontinuity of material properties at the interface. This was partially confirm
in [9] where the exponential stability of an one-dimensional wave equation was established for local viscoe
tic damping with differentiable coefficients. However, the problem of exponential stability for higher dimensional
wave equations with local Kelvin–Voigt damping is more delicate due to the unboundedness of the visc
damping term. On the other hand, because of the lake of smoothness of solution, the usual density argument
not work for this problem. In this Note, we consider the case where the viscoelastic damping is distrib
a neighbourhood of the boundary. This situation allows us to use the technique of convolution to overco
problems of regularity.

For δ > 0, we define:Oδ = {x ∈ Ω : |x − y| � δ, y ∈ Γ }, Ωδ = Ω \Oδ.
We assume (A1) for the smoothness of the coefficientsa,ρ and (A2) for the localization of the damping coef

cientb.
There existq ∈ C1(Ω;R

N) and 0< α < β < δ such that (Q1) holds.
There existsσ > 0 such that (Q2) holds.
There existsC > 0 such that for allv ∈ H 1

0 (Ω), (Q3) holds.

Theorem 0.1 (Main Theorem).Let Ω ⊂ R
N be a bounded open set with Lipschitz boundary∂Ω . Assume the

conditions(A1), (A2) and (Q1)–(Q3). Then there exist positive constantsM > 1,ω > 0 such that for all initial
datau0, u1 of finite energy, the energy of system(1) satisfies the following decay rate:

E(t) � M e−ωtE(0), ∀t > 0.

1. Introduction

L’amortissement visco-élastique local est un phénomène naturel dans des structures dont une partie e
sée d’un matériau visco-élastique, et l’autre partie est composée d’un matériau élastique. SoitΩ ⊂ R

N un domaine
borné de frontière lipschitzienneΓ . Nous considérons l’équation des ondes avec un amortissement visco-éla
local :


ρ(x)utt (x, t) = div

(
a(x)∇u(x, t) + b(x)∇ut(x, t)

)
dansΩ × R

+,

u(x, t) = 0 surΓ × R
+,

u(x,0) = u0(x), ut (x,0) = u1(x) dansΩ,

(1)

où on suppose queρ(x) � ρ0 > 0, a(x) � a0 > 0, etb(x) � 0 pour toutx ∈ Ω.

Définissons l’espace d’énergie par :H = H 1
0 (Ω) × L2

ρ(Ω) ≡ V × H, muni du produit scalaire :〈
(u1, v1), (u2, v2)

〉
H =

∫
Ω

(a∇u1∇ū2 + ρv1v̄2)dx =: 〈u1, u2〉V + 〈v1, v2〉H

et l’opérateur linéaire non bornéA :D(A) → H par :

D(A) = {
(u, v) ∈ H | v ∈ V : div(a∇u + b∇v) ∈ L2(Ω)

}
, A(u, v) =

(
v,

1

ρ
div(a∇u + b∇v)

)
.
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Notons d’abord queA est dissipatif et engendre unC0-semigroupe de contractions etA sur l’espace d’énergieH.
De plus, nous montrons dans [10] que l’énergieE(t) de l’Éq. (1), définie par

E(t) = 1

2

∫
Ω

(
a|∇u|2 + ρ|ut |2

)
dx, (2)

tend vers zéro si l’amortissement visco-élastique est donné sur un sous-ensemble de mesure positive.
Il existe un grand nombre de publications concernantla stabilité des équations des ondes avec un amortisse

visqueux localement distribué (voir [7] et [15]). En revanche, très peu de résultats sont connus concernan
équations des ondes avec amortissement visco-élastique. Dans [8], il a été montré que l’énergie d’une équation
ondes en dimension un d’espace ne décroît pas exponentiellement vers zéro si le coefficient d’amortissem
élastiqueb est discontinu à l’interface des matériaux. Néanmoins, cela ne contredit pas à la condition de l’
géométrique de [1], puisque l’amortissement visco-élastique div(b(x)∇ut) est non borné dans l’espace d’énerg
D’autre part, l’analyse spectrale montre que le système (1) admet deux branches de valeurs propres. La p
réelle de la première branche tend vers−∞ et celle de la deuxième branche tend vers 0−. Ceci explique bien que
l’amortissement visco-élastique réagit fortement sur la région amortie et atténue rapidement les perturbat
région concernée. Mais son influence est très faible sur la région non amortie où l’énergie décroit lentem
pensait que la perte de la stabilité exponentielle était produite par la discontinuité du coefficient d’amortissem
à travers l’interface des matériaux. Si cela a été partiellement confirmé dans [9] pour l’équation des o
dimension un, le problème paraît beaucoup plus délicat en dimension supérieure par le fait que l’amort
visco-élastique est non borné dans l’espace d’énergie. D’autre part, la régularité(u, v) ∈ D(A) n’entraîne que
u + v ∈ H 2(Ω) et v ∈ H 1

0 (Ω). De ce faitu n’appartient pas à un espace de Sobolev plus régulier queH 1
0 (Ω). Par

conséquent, l’argument classique de densité ne s’applique pas à ce problème. Dans cette Note, nous considé
le cas où l’amortissement est distribué dans un voisinage de la frontière. Cette situation nous permet de s
les problèmes de régularité par la technique de convolution.

Rappelons que la répartition déséquilibrée de l’énergie est un phénomène général dans de nombreux p
Nous renvoyons le lecteur à [11] pour un système d’équations d’évolution partiellement amorties, et à [13,
un système d’équations des ondes et de la chaleur en dimension un.

Soit δ > 0. On définit :

Oδ =: {x ∈ Ω : |x − y| < δ, y ∈ Γ
}
, Ωδ =: Ω \Oδ.

Nous fixons les hypothèses sur la régularité des coefficients et la localisation de l’amortissement comme sui

ρ,a, b ∈ C1( 
Ω), et 
b ∈ L∞(Ω), (A1)

∃δ > 0, b0 > 0: b � b0 ∀x ∈Oδ. (A2)

Il existeq ∈ C1(Ω;R
N) et 0< α < β < δ tels que

div(ρaq) ∈ C0,1(Ω), q = 0 dansOα. (Q1)

La matrice jacobienne est symétrique∂jqk = ∂kqj , et il existe une constanteσ > 0 telle que

2a∂jqk + (qk∂ja + qj ∂ka) +
[

a

ρ
(q∇ρ) − (q∇a)

]
I � σI, ∀x ∈ Ωβ. (Q2)

Il existe une constanteC > 0 telle que pour toutv ∈ H 1
0 (Ω) on ait :∣∣(q · ∇v)∇b − (q · ∇b)∇v

∣∣ � C
√

b|∇v|, ∀x ∈ Ωα. (Q3)

Théorème 1.1 (Théorème Principal).SoitΩ ⊂ R
N un domaine borné de frontière lipschitzienne. Supposon

rifiées les hypothèses(A1), (A2) et (Q1)–(Q3). Alors il existe des constantesM > 1, ω > 0 telles que pour toute
donnée initiale(u0, u1) ∈ H l’énergie de l’Éq.(1) satisfait l’estimation suivante:

E(t) � M e−ωtE(0), ∀t > 0.
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Remarque 1. Dans le cas oùρ,a sont des constantes, l’hypothèse (Q2) est satisfaite avecq = xη où η est la
fonction caractéristique deΩβ . D’autre part, l’hypothèse (Q3) est satisfaite s’il existe une constanteC′ > 0 telle
que|∇b|2 � C′b, ∀x ∈ Ωα .

Par exemple, soitΩ = {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 � R2}. Nous définissons une fonction radialeb :

b(x1, x2) =
{(√

x2
1 + x2

2 − a
)2

, si a2 � x2
1 + x2

2 � R2, 0 < a < R,

0, sinon.

Nous montrons facilement que|∇b|2 = 4b pour toutx ∈ Ω . Nous vérifions facilement que l’hypothèse (Q3)
également satisfaite si le domaineΩ est une déformation d’un disque par un difféomorphisme deR

2. Ainsi le
Théorème Principal s’applique au moins dans ces situations. Nous donnerons d’autres exemples d’ap
dans la version complète [10].

2. Démonstration du Théorème 1.1

D’après un résultat de Huang [5] et Pruss [12], unC0-semigroupe de contractions etA sur un espace de Hilbe
H est exponentiellement stable si et seulement si :

iR ⊂ ρ(A), (H1)

sup
β∈R

∥∥(iβI −A)−1
∥∥ < +∞. (H2)

Soulignons d’abord que la résolvante deA n’est pas compacte en général. Néanmoins, d’après un résultat de [2
le fait queA n’ait pas de valeur propre purement imaginaire entraîne bien la condition (H1). Soient donc 0�= β ∈ R

et (u, v) ∈ D(A), tels queA(u, v) = iβ(u, v). Utilisant (2), on obtient
∫
Ω b|∇v|2 dx = 0. Alors l’hypothèse (A2)

entraîne :


iβu − v = 0 dansV,

β2ρu + div(a∇u) = 0 dansH,

u = 0 dansOδ.

Ceci, grâce au résultat d’unicité (Theorem 17.2.6 dans [4], voir aussi [3] et [6]), implique queu ≡ v ≡ 0 dansΩ .
Supposons que la condition (H2) soit fausse. Alors il existe une suiteβn ∈ R et une suite(un, vn) ∈ D(A), telles

que

|βn| → +∞,
∥∥(un, vn)

∥∥
H = 1, (3)

(iβn −A)(un, vn) = (fn, gn) → 0 dansH. (4)

Nous allons déduire que‖(un, vn)‖H → 0. Cette contradiction permet de conclure.
(i) D’abord, multipliant(4) par(un, vn), nous obtenons :

Re
〈
A(un, vn), (un, vn)

〉
H = −

∫
Ω

b|∇vn|2 dx = o(1). (5)

Ensuite, nous écrivons(4) sous la forme :

iβnun − vn = fn → 0 dansV, (6)

iβnρvn − div(a∇un + b∇vn) = ρgn → 0 dansH. (7)

Multipliant (6) parvn et (7) parun et utilisant la dissipation (5), nous obtenons :

iβn〈un, vn〉H − ‖vn‖2
H = o(1), iβn〈vn,un〉H + ‖un‖2

V = o(1).
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Après

(13).

e

Il en résulte :

‖un‖2
V ∼ ‖vn‖2

H . (8)

(ii) Utilisant l’hypothèse (A2), la dissipation (5) et l’inégalité de Poincaré, nous obtenons :∫
Oδ

|∇vn|2 dx = o(1),

∫
Oδ

|vn|2 dx = o(1). (9)

Soit ε > 0 tel queδ − ε > β , on définit une fonction positiveη ∈ C1(Ω) par :

η =
{

1 surOδ−ε ,

0 surΩδ.

Multipliant (7) parηun, on obtient :∫
Oδ

aη|∇un|2 +
∫
Oδ

[
iβnvnηρūn + ∇un∇ηūn + b∇vn∇(ηūn)

] = o(1). (10)

A une constante multiplicative près, le carré de la deuxième intégrale est majoré par :∫
Oδ

|vn|2
∫
Ω

|βnun|2 +
∫
Ω

b|∇vn|2
∫
Ω

|∇un|2 +
∫
Ω

|un|2
∫
Ω

|∇un|2 = o(1), (11)

où le premier terme tend vers zéro grâce à(9), le second terme tend vers zéro grâce à(5), et le troisième terme
tend vers zéro grâce à(3) et (6).

Combinant(11) et (10) et utilisant la définition de la fonctionη, nous obtenons :∫
Oβ

|∇un|2 dx = o(1). (12)

(iii) Désignons parMn := a∇un + d∇vn. En multipliant(7) parq · Mn, nous obtenons :∫
Ω

iβnρvn(q · 
Mn)dx −
∫
Ω

divMn(q · 
Mn)dx = o(1). (13)

La régularité de(un, vn) ∈ D(A) est suffisante pour effectuer des intégrations dans le premier terme de (13).
des calculs fastidieux, mais sans difficultés essentielles, nous obtenons :

Re
∫
Ω

iβnρvn(q · 
Mn)dx =
∫
Ω

a div(aρq)

2ρ
|∇un|2 dx + o(1). (14)

En revanche, la régularité(un, vn) ∈ D(A) ne permet pas d’effectuer des calculs dans le deuxième terme de
Pour cela, nous établissons d’abord l’égalité :

Re
∫
Ω

−divMn(q · 
Mn)dx =
∫
Ω

(
Mn,j


Mn,k∂jqk − 1

2
divq|Mn|2

)
dx

+ Re
∫
Ω

Mn · [(q · ∇ūn)∇a − (q · ∇a)∇ūn

]
dx + Re

∫
Ω

Mn · [(q · ∇v̄n)∇b − (q · ∇b)∇v̄n

]
dx (15)

pour des fonctionsun, vn régulières. Puis, nous l’étendons aux fonctions(un, vn) ∈ D(A) grâce au procédé d
régularisation par convolution. C’est ici qu’on demandeq à support compact dansΩ .
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Grâce à(5), on en déduitMn = a∇un + o(1). Ainsi les deux premiers termes du second membre de
s’écrivent sous la forme suivante :

Re
∫
Ω

Mn · [(q · ∇ūn)∇a − (q · ∇a)∇ūn

]
dx

=
∫
Ω

[
a

2
(qk∂j a + qj ∂ka)∂jun∂kūn − aq · ∇a|∇un|2

]
dx + o(1), (16)

∫
Ω

[
Mn,j


Mn,k∂j qk − 1

2
(divq)|M|2

]
dx =

∫
Ω

a2
[
∂jun∂jqk∂kūn − 1

2
(divq)|∇un|2

]
dx + o(1). (17)

D’autre part, le troisième terme du second membre de (15) tend vers zéro grâce à l’hypothèse (Q3) et à la
tion (5). Reportant (14)–(17) dans (13), on obtient :∫

Ω

a

2

[(
2a∂jqk + (qk∂ja + qj ∂ka)

)
∂jun∂kūn +

(
a

ρ
(q∇ρ) − (q∇a)

)
|∇un|2

]
dx = o(1).

De plus, grâce à l’hypothèse (Q2), nous déduisons :∫
Ωβ

|∇un|2 dx = o(1). (18)

En combinant(8), (12) et (18), nous obtenons :‖un‖2
V + ‖vn‖2

H ∼ o(1). D’où une contradiction qui achève
démonstration. Les démonstrations détaillées font l’objet d’une publication en préparation [10].
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