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Résumé
Dans le cadre de la contrdlabilité exacte, on présente dans cette Note une famille paramétrée de schémas aux différences fir
de I'équation des ondes 1-D. Ces schémas différent des schémas centrés usuels par I'ajout de termé$, datésegnant
le pas de la discrétisation en espace. En s’appuyant sur uriervdiscréte de I'inégalité d’Ingham pour les séries de Fourier
non harmoniques, sur les propriétés spectrales et sur les diagrammes de dispersion des schémas, on détermine les paramé
assurant une propriété de contrdlabilité discrete uniformie &rpour lesquels la conditioredstabilité CFL est optimaldour
citer cet article: A. Miinch, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Family of implicit schemes uniformly controllable for the 1-D wave equation. We present a parameterized family of
finite difference schemes for the exact controllability of the 1-D wave equation. These schemes differ from the usual centered
ones by additional terms of order k8, whereh denotes the discretization step in space. Using a discrete version of Ingham’s
inequality for nonharmonic Fourier seriesgthpectral properties andsgiersion diagrams of thelsemes, we determine the
parameters leading to a uniform controllability property with respeétamd an optimal stability CFL conditioffo cite this
article: A. Munch, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In the context of the boundary contrdbidity problem of the 1-D wave equation the following result is well
known [9]: let beT > 2 and(yo, y1) € L?(0, 1) x H~1(0, 1), there exists a contral € L2(0, 1) such that the
solutiony of the system (1) satisfies (2). This controllability property is equivalent to the existence of a constant
C(T) > 0 such that the observability inequality (3) holddyeing the solution of the conservative system (4). We
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address in this Note the numerical approximation of this problem which is by now well-known to be extremely
sensitive: for instance, the classical centered fiditierence semi-discrete approximation in spasﬁ) (see (5))
of (4) leads to a semi-discrete observability equality similar to (3) where the condtéfi) depending now on
the mesh sizé blows-up as: goes to zero for all” > 0. Therefore, the observability inequality is not uniform
with respect tar leading to a bad behavior of the control of the finite difference semi-discrete approximation [3].
This is due to the fact that the interaction of waves with a numerical mesh produces dispersion phenomena anc
spurious high frequency oscillations. Because of this nonphlsiteraction the velocity of propagation of such
numerical waves, the so callgtup velocitynay converge to zero when the wavelength of solutions is of order of
the mesh sizé leading to the time of controllability of order/L. During the last decade, various remedies have
been introduced (see [1,3,9] and tlederences therein). All of them require, in a way or another to filter out the
high frequency spurious oscillations.

In this Note, we present a simple technique that ensure uniform controllability based on the addition to the usual
centered scheme of corrector terms of odefeiWe first introduce a semi-discrete finite sche(uﬁ%) parameterized
by 6 € [0, 1/4] for which a uniform inequality observability holds provided tidat [0, 1/4], 6, being defined
by (9) (see Theorem 2.1). According to a theoretical result on nonharmonic Fourier series due to Ingham [4],
this uniform observability is related to a uniform spectral gap property (see (12)) with respeat tioe spectrum
associated t()S{f). In a second part of the Note, we introduce an additional parametdy and a fully discrete and

o

implicit scheme (in space and in time:)‘;fjm). At denotes the discretization step in time. In the casex = 0,

(S,?_’OA,) corresponds to the usual centered finite difference scheme which is uniformly controllable if and only
if At =h [7]. Using a discrete Ingham inequality [8] it apars that the uniform observability inequality with
respect toh and to Ar depends of the value @f andé. In the cas&, « € [0, 1/4), the uniform observability

(20) holds provided that is large enough andt/h = /(1 —40)/(1 — 4a) (Theorem 3.2). This permits us to
obtain uniformly controllable and convergent schemes in the two easesh andAr > h. In the case\r < i, the

implicit schemes(S,}{itz’“), a < 1/12, of order 4 in space and 2 in time, uniformly controllable Top: 2 appear

optimal. Conversely, in the caser > h, the implicit scheme$8,f:i/t12), 0 < 1/12, of order 4 in time and 2 in

space, uniformly controllable faf > 2(Ar/h)? appear optimal. Fof € [0,1/4), « =1/4 0r0 >0, a > 1/4, the
uniform observability inequality does not hold (Theorem 3.4).

1. Introduction

La propriété de contrdlabilité frontiere exacte degli@tion des ondes 1-D suivante est bien connue [9] : étant
donnés un tempg > 2 et (yo, y1) € L?(0,1) x H~1(0, 1), il existe un contrélev € L?(0, 1) tel que l'unique
solutiony du systeme (en notapt = a—i ,

¥ =y =0, O<x<1 O<t<T,
y(0,6) =0, y@,1)=v(), O<t<T, (1)
y(x,0) =yo(x), y(x,0=y1(x), O<x <1,
satisfasse :
yx, T)=y'(x,T)=0, VO<x <1 (2)

Cette propriété est équivalente a I'obtention de I'existence d’une congidfite> O telle que l'inégalité d’obser-
vabilité,
T 1
2 1 2 p 2
EO) < C(T) | |ux(1,0)|"dt, avecE(n) = - [Jux e, 0"+ |/ (x,0)|"]dx YOt <T, (3)
0 0
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soit satisfaite, quelque saitsolution du systéme conservatif (c.a.#(;) = E(0) pour toutr € [0, T]) :

Usp — Uyy =0, O<x<1 O<t<T,

u©,))=u(l,1)=0, O<r<T, 4)

u(x,0) =ugx), u'(x,0)=u1(x), O<x<1.
L'approximation numérique de ce probléme, que nous abordons dans cette Note, est trés sensible aux choix d
schéma d’approximation du systeme (4) mgalément a la régularité des données initidlesu1) [6,9]. Ainsi, le
schéma aux différences finiesmsi-discret, centré en espa(@)), conduit a une inégalité dbservabilité analogue
a (3) mais ou la constantg, (T') dépendant du pas diverge lorsqué: tend vers zéro quelque sdit> 0. Il en
résulte que la propriété d’observabilité n’est pas uniforme vis-a-visabanduisant a un mauvais comportement de
I'approximationv;, du contrélev issue de la méthode HUM [3]. Cela est d{ au fait que I'approximation génére des
ondes numériques haute fréquence, inexistantes au niveau continu et dont la vitesse de propagation peut converg
vers zéro lorsque le pas du maillaeconverge vers zéro. Ces dix dernieres années, plusieurs remedes ont été
proposés (voir [9] et ses réferences), tous basés, de pres ou de loin, sur un filtrage des composantes haute fréquer
de la solution.

2. Une famille de schémas semi-discret uniformément contrélablesen k

On consideére la famille de semi-discrétisation numérique suivante du systéeme (4), paramétregpay4] :

Ou'i () + A =20)u(1) + 0u'}_ (1) = Apuj (@), j=1,....J, 0<t<T,
(S;?) uo(t) =uy4+1(t) =0, O<t<T, 5)
uj@=ujo. u;0)=uji, Jj=0,....J+1,

ouu;(t) désigne lI'approximation de au pointx; = jh, j =0, ..., J 4+ 1, eth le pas du maillage tel que

h=1/(J+1) et Auuj(t)=(uj+1(t) = 2uj(t) +uj—1(D) /B2, j=1,...,J. (6)

Remarquel. Le schéma(S;f) s’écrit également sous la forme :

A+ 0R2AR](1) = Apuj(t), j=1,....J, 0<t<T. (7)

L'énergie semi-discréte associée au sché(@) est

J

O —ui O\
Ej() = % Z[u’j(r)z — 0 () — () + (M> } 0<I<T, €)

j=0 h
et elle est constanteE{ (1) = EY (0), pour toutr € [0, T1.

Introduisons maintenant le paramétre suivant :

0n=(1- Brh/®H?3)/4e (0,1/4], h< 1l )

Théoreme 2.1. PourtoutT > 2 et6 € [6,, 1/4], il existe une constant€ > 0, indépendante dk, telle que

2

uy(t) +9h2

h

u'y (1) 2)
—n dr. (10)

T
E}(0)<C(, T)/(
0
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Cette inégalité d’observabilité uniforme énqui assure la contrdlabiliténiforme du schéma (5) pouy4 >
0 > 0y est liée a un résultat sur les séries de Fourier non harmoniques dd & Ingham [4]. Afin d'utiliser ce résultat,
on introduit lesJ valeurs propres & )\91 <. o< Aej du probléme-Ajwy = A(1+60h2A) - wy, pourk =1, ..., J
etwo = wy41 = 0 associé &SY)

g 4 sirf(kh/2)
KT h21 - 49sir(knh/2)’

k=1,...,J, ¥0 €[0,1/4]. (11)

Proposition 2.2. Pour toutf € [0, 1/4], on a:
VA=A >m+0OMh), Vkel[2J]. (12)

Il résulte de I'inégalité (12) que I'écart entre les racines de deux valeurs propres consécutives est minoré unifor-
mément erk, assurant, d’apres [4] (voir [1] pour le cas= 1/4) I'inégalité (10). Il résulte de (10) que le schéma
semi-discret (5) est uniformément contrélablekgmouré € [0, 1/4] : le contrble(vy,),-0 de ce schéma converge
fortement dan€.2(0, T') vers le contrdle du probléme continu (1) lorsquetends vers zéro.

3. Unefamille de schémas discrets uniformément contr6lablesen k et en At

Soita > 0. Considérons le schéma aux diffécen finis en temps et en espace suivant :

(L4 0h2Ap) A pu” :Ah(au;+1+(1—2a)u’; +au';—1), j=1,...,J, n=0,..., N,
Spa) fug=u) =0, n=0,...,N, (13)
WW=ujo, wh—uih/2/At=uj, j=0,...,J+1,

ou u’} désigne I'approximation de au pointx; et au tempaAr et At le pas de temps tel que

At=1/(N+1) et Apu" =@ —2u" +u"YH/A1?, n=0,...,N. (14)
Remarque2. Le schema(Sf: A;) S’écrit sous la forme synthétique suivante :

1+ 0h*Ap) Aau” = (L+ AP Ax) A}, j=1,...,0, n=0,...,N. (15)
Il en résulte puisquam(Ahu’}) = Ah(AA,u’}) que(S;f:Zt) = (S;fq”ﬁ) avect, =6 —av? etv = Ar/h.

- Le schémaSZ:gt) correspond a la discrétisation usuelle, centrée en temps, du s¢Sgma
- Le schémaS,?:‘Zt) est un schéma aux différences finis de type Newmark [2].

L'énergie discreteE, n =0, ..., N, associée au schéma (13), est:

n+1 n+1

J n+1 _ 2
Ee,azﬁ Wiy — Wi\ (4T
" 2 At At

j=0

n+1 n+l

e )

et est constanteE,” = Eg*,¥n =0, ...,
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Proposition 3.1. Le schéma(Sﬁ:Zt) est stable si et seulementsi
Sinf(jmh/2)(vV3(1—4a) +40) <1, Vjel[l,J]. (17)
— La consistance du schemﬁh At) est de I'ordre de

0 — 1/12)0(h?) + (o — 1/12)0(Ar?) + O(h*) + O(At*) + O(h?Ar?), VO, a = 0. (18)

Dans le casx =6 = 0 eth = At, cet ordre de consistance est arbitrairement grand.

Il résulte de (17) :

sia, 0 €[0,1/4), anrs(S,f “At) eststable sk < /(1 —40)/(1— 4a);

sig =1/4 et € [0,1/4), anrs(S,f %) eststable si < (7/2)%/v/1—4a h;
sig > 1/4 eta € [0, 1/4], anrs(S;f A;) €stinstable quelque sait,

sif €[0,1/4] eta > 1/4, anrs(S;f Z,) est stable quelque sait;

sif,a >1/4, anrs(Sz “At) eststable s > /(1 —40)/(1 — 4a).

A I'image du cas semi-discret, les propriétés d'observabilité sont liéed akeurs propres & /\({"" <<
)fj"" associées au schémﬁf:‘i,), pour toutd, o vérifiant (17) :
r( vsin(jh/2) )T .
.V
\/1 40 — av?) sirt(jmh/2)

=1,...,J. (19)

)”j = [— arcsi

Théoréme 3.2. Soienta, 6 € [0,1/4) et v = /(1 —40)/(1—4a). Pour toutT > 2max1,v?), il existe une
constanteC > 0 indépendante d& et At telle que l'inégalité d’observabilité dlscrete ait lieu
uy, —uy

N unj 2 n|2
< CAt - ) 20
(5 ) @

— Le méme résultat a lieu lorsque= o« = 1/4 avecv quelconque et lorsqué = 1/4, « € [0, 1/4) avecv =

(1/2)% /1= 4a h.

A nouveau, ce type de résultat repose sur une propriété d’écart uniforme sur le spectre.

n+1

Proposition 3.3. Sia,0 €[0,1/4),0 =a=1/40ub =1/4,a € [0,1/4) et v vérifiant (17), alors les valeurs
propres/\e."" vérifient les relations

A 30 > min(L v 2+ 00D, V=2,

/A0 = /Al <2mArt40Q), Vk,I=1,

Le résultat de [8] donnant une version discrete de l'ifi&gd’Ingham permet alors d’obtenir le résultat (20).
Ce résultat implique la contrélabilité uniforme vis-a-visidet donc deAr du schémaiS,(f’Z‘,)

En revanche, pour les autres cas<€ [0,1/4),a =1/40u6 > 0,a > 1/4), le schemaS;‘: A;) Ne possede pas
de cette propriété,onale:

(21)
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Théoreme3.4. Si0 €[0,1/4),a=1/40ub >0eta > 1/4, alors

_ g
W, solution de13) A7 YN o(ut /R + 9v22|(u';+1 D hAD) +oo (22)
Cela résultant du fait, que dans ces deux cas, onala:
Proposition 3.5. Si0 € [0,1/4),« =1/40u6 > 0eta > 1/4, alors
2 =35 = 0. (23)

Remarque 3.

— En prenantt =0 =0 (menant &, = 0) et At = h (soitv = 1) dans le Théoréme 3.2, on retrouve le résultat
de contrélabilité uniforme aveE > 2 pour le schéma explicite aux différences finies uw%lgt) [7].

— Le Théoréme 3.2 montre que I'on peut obtenir I'obsbititg uniforme pour des valeurs du pas de discrétisa-
tion en temps différente du pas de détsation en espace. Lorsque I'on preid> 4 (soitv > 1), il semble
intéressant de considérer le sché@ﬁé/z’,l/“) implicite, d’ordre 2 en temps &n espace, stable et uniformé-
ment contrélable pour todt > 2v2 > 2. Un second choix, numériquemgnitis efficace, est de considérer le
schéma(SZ:i/tn) avect < 1/12 etv = /(1 —49)/(1 — 1/3), d'ordre 4 en temps et 2 en espace (en vertu de
(18)), uniformément contrélable polr> 2v2 > 2.

— A linverse, lorsque I'on prend\r < i (soitv < 1), il semble intéressant de considérer le sch éif’“)
implicite, aveax < 1/12 etv = /(1 —1/3)/(1 — 4a) , d’ordre 4 en espace, 2 en temps, stable et uniformément
contrélable poufl > 2.

— En vertu des réécritures (7) et (15), le sché(rﬁ,%zt) difféere du schéma centré usqé}?:gt) par I'ajout de
termes proportionnels &2 et A Ar2. Selon le Théoréme 3.2, ces termes supplémentaires permettent d’obte-
nir 'observabilité uniforme. Cet aspect est en bon adavec la technique propés dans [3]utilisant une
régularisation de Tychonov, mais également avec [5].
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