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Résumé

Cette Note considere I'estimation de modeles ARMA a coefficients dépendant du temps. Nous étudions des modeéles &
changements de régime récurrents snaon-périodiquesNous donnons des conditions pour langergence et la normalité
asymptotique de deux suites d’estimateurs des moindres carrés. Ces conditions sont rendues explicites pour des modéles
changements de régime MarkovieRsur citer cet article: C. Francq, A. Gautier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abstract

Estimating ARMA models with recurrent regime changes. This Note considers estimation of time-varying ARMA
models. We focus on models with recurrent but non-perioti@nges in regime. Conditions ensuring the consistency and
the asymptotic normality of two geiences of least squares estimators arengiVeese conditions are made explicit when the
regime generated process is a Markov chamcite this article: C. Francg, A. Gautier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339
(2004).
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1. Introduction

Cette Note s’intéresse a I'estimation des paramétres de modéles ARMA a coefficients récurrents mais non-
périodiques et fait suite aux travaux de Bibi et Fraf@jgou Azrak et Mélard [2]. Nous obtenons des conditions
plus fines de convergence et de normalité asymptotique des estimateurs des moindres carrés (MC) et des moindr
carrés quasi-généralisés (MCQG).

2. Définitions et hypothéses
On considére une série chronologiqu&),—1.2,... présentant des changements de régime a des instants connus.
Supposons qu'il existé régimes qui apparaissent de maaigcurrente mais non-périodique et notgrie régime
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a la dater ; d’'ou s, = k quand la série se trouve dansklééme régime a I'instant, pourk € {1, ..., d}. La suite
(s;) est observée et est la réalisation d'un processus stochagfiquin effet, nous verrons que le comportement
asymptotique des estimateurs des MC et des MCQG dépend non seulement des fréquences relatives de chaq
régime, mais aussi de la loi d§;).

La dynamique d&; dans chaque régime est décrite par une équation ARMAY

p q
X —m(s) + Y _aiG){Xii —m(si—i)} =€+ Y _bilsde—i, t=1.2..., 1)
i=1 i=1

ou p et g sont entiers, les vecteurs = {m(1),...,m(d)} € R?, a = {a1(1),...,ap(d)} € RP? et b =
{b1(1),...,by(d)} € R?¢ sont des paramétres inconnus¥et— m(s,) = ¢, = 0 pourr =1 — max{p, ¢}, ..., 0. La
suite(¢,) est de la forme; = o (s;)n; ol (n;) est une suite de variables aléatoires i.i.d. avec= En,?’ =0, Enl2 =
1 etEn;1 < 00. Nous cherchons a estimer le parametre d'intérét(m,a,b) =[0(1),...,0({p +q + 1}d)] et
le parametre de nuisanee= {c(1),...,0(d)} dont les vraies valeurs sont respectivement noféext . Le
vecteurd est un élément d’un sous-ensemble ougdeR(P+7+1d dont©@* est un compact qui contiefig. Par
ailleurs, toutes les composantessdsont strictement positives etappartient & un sous-ensemble oudedeR?.
Toutes les variables aléatoires apparaissant dans cette note sont définies sur le méme espace pfohahlitisé
La meilleure prévision a horizon 1 au sens des MG = Eo(X:|X:_1,...,X1), est facilement déterminée
de facon récurrente en utilisant (1). Les résidus, définisep@) = X, — X;, peuvent étre écrits & I'aide de la
décomposition de Wold—Cramér pour les processus non-stationnaires

-1 =1
e(0) = Y1.i(0.000€—i +ci(0,00), (0,60)= @ri(O.5....5iyD){molsi—i) —m(s,—)}.  (2)
i=0 i=0

Remarque 1.Contrairement &y, ; (0, 60)}; = {¥i (0, 60, St, - .., St—i+1)}:, le processu&:, (0, 00)}: = {c (8, 6o, St,
..., S1)}; n'est pas stationnaire. Ceci entraine de délicates manipulations techniques qui n’existent pas dans Bibi
et Francq [4] oun = 0.

Pour toute fonction différentiablg; (6), on notef,(kl"”’kj)(e) =3/ £,(8) /96 (k1) ---00(kj) ol ky, ..., kj €

{1,...,(p+qg+1)d}.Ondéfinité(s;, si-1, ...) = Y o0 SURco= 191.i (0, St - - -, Si—ip1)| €LEEKLKD (s, 5,9, ..) =
rapport a la tribu engendrée psie= (S;).
Pour montrer la convergence forte de nos estimateurs, on considére les hypothéses suivantes.

H1 Le processus = (S;) est stationnaire, ergodique et indépendani gée(n;,).

H2 Il existep € [0, 1] etk > O tels qUEEs SURy g+ (Wi (0, 00, St, . .., Si—i+1)}? < kp', Vi.

H3 Nous avongEs{¢(Sy, Si—1, ...)}2 < co.

H4 1l existep € [0, 1[ etk > O tels queEs supbe@*{wi(k) ®,60, S, ..., S,_l-+1)}2 <kp', Vi,pourk=1,...,(p+
g+ 1yd.

H5 Pourk=1,...,(p+q+ 1d, Es{¢®(S;, S;_1,...)}% < 0.

H6 Quand(a, b) # (ao, bo), il existeip > 1 tel queEs{viy(a, b, ao, bo, St - . ., Si—ig+1)}> > 0. Quandm # mo,
liminf, con™t3"7_lc{(m, a0, bo), B0, i, - .., s1}1* > 0.

Les trois hypothéses ci-aprés sont utilispear établir la normalité asymptotique.

H7 La vraie valeu®g appartient a I'intérieur d&*.
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H8 Il existe p € [0, 1] etx > O tels que, pouky, k2, k3 =1,...,(p + q +1d, Eg surbeo*{xp(kl)(e 6o, St ...,

St < k0t B SR 10420, 60, 51 5D < K, LS SUBco- (090,00, 5. ...
St—l+l)} <K10 ) Vi.

HO Pourki, ko, k3=1,...,(p + g + Dd, Es{c®(S;, Si—1,..))* < 00, Es{c®rk2(S;, 5-1,..))* < oo, et
Eg{ckukaka) (g S, 1 )} < o0.

Remarque 2.1l est important de noter que, bien gu’engendrée par un processus aléatoitd yda suite(s;)

des changements de régime est supposée connue. Paquanisée modéle (1) ne possede qu'un seul processus
latent(n,) et le processu€X,) est non-stationnaire. Le comportement asymptotique des estimateurs considérés est
étudié conditionnellement@;) = (s;), pourP-presque toute suit@;).

3. Comportement asymptotique des estimateurs

Etant donnéXs, ..., X,), les estimateurs des MC et des MCQG sont définis par la procédure ci-dessous.

ETAPE 1. Un estimateur des MC di est obtenu en résolvaét = argmince+n— Z, 1€ 2(9).
ETAPE2. Pourk=1,...,d et en notani,(-) la fonction indicatrice de I'état, un estimateué ,, = {6,,(1), ...,

6.4(d)) deag est défini pab2(k) = {7 i (s)} "L 31 T (s)e2(6,).
ETAPE 3. Un estimateur des MCQG est obtenu en résol§&nt argminyce« n=1 Y"1 {6.2(s,)}~1e2(6).

Pour énoncer nos théorémes, nous introduisons des notations supplémentairel® &difs,

e¢]

Coo,t(97 6o) = Coo,t(97 60, St,Si—1,...) 1= Z(ﬂt,iw, Sty -,St—i-',-l){mo(st—i) - m(St—i)}
i=0
etc(k) (0, 6o) existent poulP-presque toute suit@;). Le théoréme suivant fournit le comportement asymptotique
des estimateurs des MC.

Theoreme 3.1. it 6, un estimateur des MC de 6. Sous les hypothéses H1-H6, pour P-presque toute suite (s;),
0, — 6o p.s.quand n — oo et lavariable f(@n 6o) converge en distribution vers une loi normale centrée et de
matrice de variance-covariance ¥ := B-1AB 10U B=¥ +C, A=V +C,¥ =Y 2 W et ¥ = 32, &; sont
des matrices dont les termes génériques sont

C(ka, k2) = Es{c%) 6o, 60, S, .. )eS2) (60, 60, S, .. ),

C k1, k2) = Es{a(S)el) (B0, 60, St - - )2 (6o, 60, St - )},

W; (k1. k2) = Es{v” 0. 60. Si. ... St_i+1>w§ 2 (00,00, St - -, Si—i+1)02(Si—) },

i (k1 ko) = Es [0Sy 00, 00, S -, Si—ix D)W 00,00, St - .., S—i41)02(S1—) ).
Un estimateur de X faiblement convergent est donnépar X, = B; 1A, B o

=n—1;e?(én) e;(@)ae,e,(e) et Bn_n_lz e,(@)ae/e,(G)

Asymptotiguement, les estimateurs des MCQG sont plus précis que les estimateurs des MC.

Théoréme 3.2. Sous les hypothéses du Théoreme 3.1, les estimateurs des MCQG 62 convergent p.s. vers 6o
et suivent asymptotiquement une loi normale centrée et de matrice de variance-covariance ¢ := B2 ou
B2 =wC CcQetw? =Y, v sont des matrices dont les termes génériques sont
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CQ(ky, ko) = Es{o72(5)c%h) (6o, 60, S . . )2} (B0, b0, St - )}
WL ki, ko) = Es{o2(S)v ™ (60,60, S, - ., Si—i40) VP (60, 60, S, . .., Si—it1)02(Si—i) .

Deplus, ¥ — ¥ 2 est définie non-négative. Un estimateur de X faiblement convergent est donné par an = EQ -1
ou

~

n
0 ., O A
1\ a2
BnQ =n ;O’n (s;)%et(@?)ﬁe,(@?).
Les démonstrations des Théoremes 3.1 et 3.2 se trouvent dans Francq et Gautier [5].

4. Application a des modéles a chagements de régime Markoviens

On considére le cas ai§;) est une chaine de Markov a espace d’étatq fini. ., d}, stationnaire, irréductible,
apériodique et dont les gbabilités de transition sofft(i, j) = P(S; = j|S;—1 =1i). On noter (i) = P(S, = i),
1<i <d, les probabilités stationnaires @t la matriced x d dont I'élément de la-éme ligne et de lg-éme
colonne estf (i)P(j, i), ou f est une fonction dél, ..., d} a valeurs réelles.

Exemple 1. Modéle (1) avedp, g) = (1,0) : les hypothésebl1-H9 se réduisent a la conditiqm(Qagl) <1,

ou p(-) désigne le rayon spectral d'une matrice. Le cag$l est i.i.d., obtenu en prenaiti, j) = 7 (j), pour
j=1,...,d, seraméne a la simple conditi@?zlagl(j)n(j) < 1.

Exemple 2.Modele (1) avedp, g) = (0, 1) : les hypothéseBl1-H9 se réduisent a sypg« ,O(Qh?) <1.Lecas
ou(S;) esti.i.d. se raméne ala conditi@?zlb‘l‘(j)n(j) < 1 pour touth € O*,

Remarque 3.Azrak et Mélard [2] et Bibi et Francq [4] ne font pas I'hypothéd#&, ce qui leur permet de
développer une théorie générale, applicable notamment a des modéles a coefficients périodiques. En raiso
de H1, nous ne pouvons traiter le cas @) est périodique (étudié par exemple dans Adams et Goodwin [1]

ou Basawa et Lund [3]). Cependant, dans le cas degdraents de régime récurrents mais non-périodiques, nous
obtenons des conditions moingntraignantes. En effet, Azrak et Mé[2] et Bibi et Francq [4] imposent que
SUR>1SURycp 1¥1,i (0, 60)| — O suffisamment rapidement quaineb- co. Appliquée a un ARL) de période/, cette

condition est équivalenteﬁ"[j?=l ao1(j)| < 1, ce qui n'exclut pas I'existence de coefficients de module supérieur
a 1. Cependant, appliquée a 'Exemple 1 ai&¢i.i.d., cette condition correspond a myax, .. 4 lao1(j)| < 1 (voir
Francq et Gautier [5], page 5), ce qui est biduspestrictif que la condition que nous obtenons.

Références

[1] G.J. Adams, G.C. Goodwin, Parameter estimatimmpieriodic ARMA models, J. Time Ser. Anal. 16 (1995) 127-146.

[2] R. Azrak, G. Mélard, Asymptotic properties of quasi-likelihoodirastors for ARMA models with timedependent coefficients, document
de travail, ISRO et ECARES, 1999.

[3] I.V. Basawa, R. Lund, Large sample properties of parametmates for periodic ARMA models, J. Time Ser. Anal. 22 (2001) 651-663.

[4] A. Bibi, C. Francq, Consistent and asymptotically normal estimators for cyclically time-dependent linear models, Ann. Inst. Statist. Math. 55
(2003) 41-68.

[5] C. Francq, A. Gautier, Estimation of time-varying ARMA models and applications to series subject to Markovian changes in regime,
document de travail, Université Lille 3, GREMARS, http://gremars.univ-lille3.fr/~gautier/longversion.ps, 2003.



