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Résumé

Cette Note considère l’estimation de modèles ARMA à coefficients dépendant du temps. Nous étudions des m
changements de régime récurrents mais non-périodiques.Nous donnons des conditions pour la convergence et la normalit
asymptotique de deux suites d’estimateurs des moindres carrés. Ces conditions sont rendues explicites pour des
changements de régime Markoviens.Pour citer cet article : C. Francq, A. Gautier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Estimating ARMA models with recurrent regime changes.This Note considers estimation of time-varying ARM
models. We focus on models with recurrent but non-periodic changes in regime. Conditions ensuring the consistency
the asymptotic normality of two sequences of least squares estimators are given. These conditions are made explicit when
regime generated process is a Markov chain.To cite this article: C. Francq, A. Gautier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339
(2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Cette Note s’intéresse à l’estimation des paramètres de modèles ARMA à coefficients récurrents m
périodiques et fait suite aux travaux de Bibi et Francq[4] ou Azrak et Mélard [2]. Nous obtenons des conditio
plus fines de convergence et de normalité asymptotique des estimateurs des moindres carrés (MC) et des
carrés quasi-généralisés (MCQG).

2. Définitions et hypothèses

On considère une série chronologique(Xt)t=1,2,... présentant des changements de régime à des instants c
Supposons qu’il existed régimes qui apparaissent de manière récurrente mais non-périodique et notonsst le régime
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à la datet ; d’où st = k quand la série se trouve dans lek-ième régime à l’instantt , pourk ∈ {1, . . . , d}. La suite
(st ) est observée et est la réalisation d’un processus stochastique(St ). En effet, nous verrons que le comportem
asymptotique des estimateurs des MC et des MCQG dépend non seulement des fréquences relatives
régime, mais aussi de la loi de(St ).

La dynamique deXt dans chaque régime est décrite par une équation ARMA(p,q)

Xt − m(st ) +
p∑

i=1

ai(st )
{
Xt−i − m(st−i )

} = εt +
q∑

i=1

bi(st )εt−i , t = 1,2, . . . , (1)

où p et q sont entiers, les vecteursm = {m(1), . . . ,m(d)} ∈ R
d, a = {a1(1), . . . , ap(d)} ∈ R

pd et b =
{b1(1), . . . , bq(d)} ∈ R

qd sont des paramètres inconnus etXt − m(st ) = εt = 0 pourt = 1− max{p,q}, . . . ,0. La
suite(εt ) est de la formeεt = σ(st )ηt où(ηt ) est une suite de variables aléatoires i.i.d. avecEηt = Eη3

t = 0,Eη2
t =

1 etEη4
t < ∞. Nous cherchons à estimer le paramètre d’intérêtθ = (m,a, b )′ = [θ(1), . . . , θ({p + q + 1}d)]′ et

le paramètre de nuisanceσ = {σ(1), . . . , σ (d)}′ dont les vraies valeurs sont respectivement notéesθ0 et σ 0. Le
vecteurθ est un élément d’un sous-ensemble ouvertΘ deR

(p+q+1)d dontΘ∗ est un compact qui contientθ0. Par
ailleurs, toutes les composantes deσ sont strictement positives etσ appartient à un sous-ensemble ouvertΦ deR

d .
Toutes les variables aléatoires apparaissant dans cette note sont définies sur le même espace probabilisé(Ω,A,P).

La meilleure prévision à horizon 1 au sens des MC,X̂t := Eθ(Xt |Xt−1, . . . ,X1), est facilement déterminé
de façon récurrente en utilisant (1). Les résidus, définis paret (θ) = Xt − X̂t , peuvent être écrits à l’aide de
décomposition de Wold–Cramér pour les processus non-stationnaires

et (θ) =
t−1∑
i=0

ψt,i(θ, θ0)εt−i + ct (θ, θ0), ct (θ, θ0) =
t−1∑
i=0

ϕt,i(θ, st , . . . , st−i+1)
{
m0(st−i ) − m(st−i )

}
. (2)

Remarque 1.Contrairement à{ψt,i(θ, θ0)}t = {ψi(θ, θ0, St , . . . , St−i+1)}t , le processus{ct (θ, θ0)}t = {c(θ, θ0, St ,

. . . , S1)}t n’est pas stationnaire. Ceci entraîne de délicates manipulations techniques qui n’existent pas d
et Francq [4] oùm ≡ 0.

Pour toute fonction différentiableft (θ), on notef
(k1,...,kj )
t (θ) = ∂jft (θ)/∂θ(k1) · · ·∂θ(kj ) où k1, . . . , kj ∈

{1, . . . , (p+q+1)d}. On définitc̃(st , st−1, . . .) = ∑∞
i=0 supθ∈Θ∗ |ϕt,i(θ, st , . . . , st−i+1)| et c̃(k1,...,kj )(st , st−1, . . .) =∑∞

i=0 supθ∈Θ∗ |ϕ(k1,...,kj )

t,i (θ, st , . . . , st−i+1)|. On noteESY l’espérance d’une variable aléatoireY mesurable pa
rapport à la tribu engendrée parS = (St ).

Pour montrer la convergence forte de nos estimateurs, on considère les hypothèses suivantes.

H1 Le processusS = (St ) est stationnaire, ergodique et indépendant deη = (ηt ).
H2 Il existeρ ∈ [0,1[ et κ > 0 tels queES supθ∈Θ∗{ψi(θ, θ0, St , . . . , St−i+1)}2 � κρi, ∀i.
H3 Nous avonsES{c̃(St , St−1, . . .)}2 < ∞.
H4 Il existeρ ∈ [0,1[ etκ > 0 tels queES supθ∈Θ∗{ψ(k)

i (θ, θ0, St , . . . , St−i+1)}2 � κρi, ∀i, pourk = 1, . . . , (p +
q + 1)d .

H5 Pourk = 1, . . . , (p + q + 1)d, ES{c̃(k)(St , St−1, . . .)}2 < ∞.
H6 Quand( a, b) �= (a0, b0), il existe i0 � 1 tel queES{ψi0(a, b, a0, b0, St , . . . , St−i0+1)}2 > 0. Quandm �= m0,

lim infn→∞ n−1 ∑n
t=1[c{(m,a0, b0), θ0, st , . . . , s1}]2 > 0.

Les trois hypothèses ci-après sont utiliséespour établir la normalité asymptotique.

H7 La vraie valeurθ0 appartient à l’intérieur deΘ∗.
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H8 Il existeρ ∈ [0,1[ et κ > 0 tels que, pourk1, k2, k3 = 1, . . . , (p + q + 1)d, ES supθ∈Θ∗{ψ(k1)
i (θ, θ0, St , . . . ,

St−i+1)}4 � κρi, ES supθ∈Θ∗{ψ(k1,k2)
i (θ, θ0, St , . . . , St−i+1)}4 � κρi, etES supθ∈Θ∗{ψ(k1,k2,k3)

i (θ, θ0, St , . . . ,

St−i+1)}4 � κρi, ∀i.

H9 Pour k1, k2, k3 = 1, . . . , (p + q + 1)d, ES{c̃(k1)(St , St−1, . . .)}4 < ∞, ES{c̃(k1,k2)(St , St−1, . . .)}4 < ∞, et
ES{c̃(k1,k2,k3)(St , St−1, . . .)}4 < ∞.

Remarque 2.Il est important de noter que, bien qu’engendrée par un processus aléatoire (voirH1), la suite(st )

des changements de régime est supposée connue. Par conséquent, le modèle (1) ne possède qu’un seul proce
latent(ηt ) et le processus(Xt) est non-stationnaire. Le comportement asymptotique des estimateurs consid
étudié conditionnellement à(St ) = (st ), pourP-presque toute suite(st ).

3. Comportement asymptotique des estimateurs

Etant donné(X1, . . . ,Xn), les estimateurs des MC et des MCQG sont définis par la procédure ci-dessou

ETAPE 1. Un estimateur des MC deθ0 est obtenu en résolvantθ̂n = argminθ∈Θ∗ n−1 ∑n
t=1e2

t (θ).
ETAPE 2. Pourk = 1, . . . , d et en notantIk(·) la fonction indicatrice de l’étatk, un estimateur̂σ n = {σ̂n(1), . . . ,

σ̂n(d)}′ deσ 0 est défini par̂σ 2
n (k) = {∑n

t=1 Ik(st )}−1 ∑n
t=1 Ik(st )e

2
t (θ̂n).

ETAPE 3. Un estimateur des MCQG est obtenu en résolvantθ̂
Q
n = argminθ∈Θ∗ n−1 ∑n

t=1{σ̂ 2
n (st )}−1e2

t (θ).

Pour énoncer nos théorèmes, nous introduisons des notations supplémentaires. SousH3 etH5,

c∞,t (θ, θ0) = c∞,t (θ, θ0, st , st−1, . . .) :=
∞∑
i=0

ϕt,i(θ, st , . . . , st−i+1)
{
m0(st−i ) − m(st−i )

}

et c(k)
∞,t (θ, θ0) existent pourP-presque toute suite(st ). Le théorème suivant fournit le comportement asymptoti

des estimateurs des MC.

Théorème 3.1.Soit θ̂n un estimateur des MC de θ0. Sous les hypothèses H1–H6, pour P-presque toute suite (st ),
θ̂n → θ0 p.s. quand n → ∞ et la variable

√
n(θ̂n − θ0) converge en distribution vers une loi normale centrée et de

matrice de variance-covariance Σ := B−1AB−1 où B = Ψ +C, A = Ψ̃ + C̃ , Ψ = ∑∞
i=1 Ψi et Ψ̃ = ∑∞

i=1 Ψ̃i sont
des matrices dont les termes génériques sont

C(k1, k2) = ES

{
c
(k1)∞,t (θ0, θ0, St , . . .)c

(k2)∞,t (θ0, θ0, St , . . .)
}
,

C̃(k1, k2) = ES

{
σ 2(St )c

(k1)∞,t (θ0, θ0, St , . . .)c
(k2)∞,t (θ0, θ0, St , . . .)

}
,

Ψi(k1, k2) = ES

{
ψ

(k1)
i (θ0, θ0, St , . . . , St−i+1)ψ

(k2)
i (θ0, θ0, St , . . . , St−i+1)σ

2(St−i )
}
,

Ψ̃i(k1, k2) = ES

{
σ 2(St )ψ

(k1)
i (θ0, θ0, St , . . . , St−i+1)ψ

(k2)
i (θ0, θ0, St , . . . , St−i+1)σ

2(St−i )
}
.

Un estimateur de Σ faiblement convergent est donné par Σ̂n = B̂−1
n ÂnB̂

−1
n où

Ân = n−1
n∑

t=1

e2
t (θ̂n)

∂

∂θ
et (θ̂n)

∂

∂θ ′ et (θ̂n) et B̂n = n−1
n∑

t=1

∂

∂θ
et (θ̂n)

∂

∂θ ′ et (θ̂n).

Asymptotiquement, les estimateurs des MCQG sont plus précis que les estimateurs des MC.

Théorème 3.2. Sous les hypothèses du Théorème 3.1, les estimateurs des MCQG θ̂
Q
n convergent p.s. vers θ0

et suivent asymptotiquement une loi normale centrée et de matrice de variance-covariance ΣQ := BQ−1
où

BQ = Ψ Q + CQ et Ψ Q = ∑∞
i=1 Ψ

Q
i sont des matrices dont les termes génériques sont
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regime,
CQ(k1, k2) = ES

{
σ−2(St )c

(k1)∞,t (θ0, θ0, St , . . .)c
(k2)∞,t (θ0, θ0, St , . . .)

}
,

Ψ
Q
i (k1, k2) = ES

{
σ−2(St )ψ

(k1)
i (θ0, θ0, St , . . . , St−i+1)ψ

(k2)
i (θ0, θ0, St , . . . , St−i+1)σ

2(St−i )
}
.

De plus, Σ − ΣQ est définie non-négative. Un estimateur de Σ faiblement convergent est donné par Σ̂
Q
n = B̂

Q−1
n

où

B̂Q
n = n−1

n∑
t=1

σ̂−2
n (st )

∂

∂θ
et

(
θ̂Q
n

) ∂

∂θ ′ et

(
θ̂Q
n

)
.

Les démonstrations des Théorèmes 3.1 et 3.2 se trouvent dans Francq et Gautier [5].

4. Application à des modèles à changements de régime Markoviens

On considère le cas où(St ) est une chaîne de Markov à espace d’états fini{1, . . . , d}, stationnaire, irréductible
apériodique et dont les probabilités de transition sontP(i, j) = P(St = j |St−1 = i). On noteπ(i) = P(St = i),
1 � i � d , les probabilités stationnaires etQf la matriced × d dont l’élément de lai-ème ligne et de laj -ème
colonne estf (i)P(j, i), oùf est une fonction de{1, . . . , d} à valeurs réelles.

Exemple 1. Modèle (1) avec(p, q) = (1,0) : les hypothèsesH1–H9 se réduisent à la conditionρ(Qa4
01

) < 1,
où ρ(·) désigne le rayon spectral d’une matrice. Le cas où(St ) est i.i.d., obtenu en prenantP(i, j) = π(j), pour
j = 1, . . . , d , se ramène à la simple condition

∑d
j=1 a4

01(j)π(j) < 1.

Exemple 2.Modèle (1) avec(p, q) = (0,1) : les hypothèsesH1–H9 se réduisent à supθ∈Θ∗ ρ(Qb4
1
) < 1. Le cas

où (St ) est i.i.d. se ramène à la condition
∑d

j=1 b4
1(j)π(j) < 1 pour toutθ ∈ Θ∗.

Remarque 3. Azrak et Mélard [2] et Bibi et Francq [4] ne font pas l’hypothèseH1, ce qui leur permet de
développer une théorie générale, applicable notamment à des modèles à coefficients périodiques. E
de H1, nous ne pouvons traiter le cas où(st ) est périodique (étudié par exemple dans Adams et Goodwi
ou Basawa et Lund [3]). Cependant, dans le cas de changements de régime récurrents mais non-périodiques,
obtenons des conditions moins contraignantes. En effet, Azrak et Mélard [2] et Bibi et Francq [4] imposent qu
supt�1 supθ∈Θ |ψt,i(θ, θ0)| → 0 suffisamment rapidement quandi → ∞. Appliquée à un AR(1) de périoded , cette

condition est équivalente à|∏d
j=1 a01(j)| < 1, ce qui n’exclut pas l’existence de coefficients de module supé

à 1. Cependant, appliquée à l’Exemple 1 avec(St ) i.i.d., cette condition correspond à maxj=1,...,d |a01(j)| < 1 (voir
Francq et Gautier [5], page 5), ce qui est bien plus restrictif que la condition que nous obtenons.
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