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Résumé

On étudie l'influence de I'existence d'un grand nombre de vecteurs propres associés a des valeurs propres de module
sur la dynamique d’'un opérateur linéaire. Ceci nous conduit & introduire la notion d’hypercyclicité frédioemteiter cet
article: F. Bayart, S. Grivaux, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Hypercyclicity: the role of the unimodular point spectrum. We study the influence of the existence of sufficiently many
eigenvectors associated to eigenvalues of modulus 1 on the dynamics of a linear operator. This leads us to introduce the ne\
notion of frequent hypercyclicitylo citethisarticle: F. Bayart, S. Grivaux, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abridged English version

The purpose of this Note is to report on some results which exhibit a link between the dynamics of a linear
operator and its unimodular point spectrum. Detailed results and proofs will be given elsewhere.

An operatorT’ on a separable locallyonvex Fréchet spacé is said to béhypercycliowhen there exists a vector
x € X such that the orbit of under the action of’, that is Orljx, T) = {T"x; n > 0}, is dense inX. We denote
by HC(T) the set of hypercyclic vectors far. Hypercyclicity is a natural generalization of cyclicity, and although
no operator on a finite-dimensional space is ever hypdéiccyoany operators have been proved to be hypercyclic:
translations on spaces of entire functions, perturbatbnpper-triangular operators by big multiples of backward
shifts, adjoints of multipliers... For a thorough surveytorpercyclicity, see [6] as well as [7]. Different criteria
have been introduced to prove the hypercyclicity of an operator, all of which rely on a Baire Category argument.
The most interesting one for our purpose is due to Godefroy and Shapiro [5]: if the eigenvectors associated to eigen:
values of modulus greater than 1 and smaller than 1 respectively span a dense siibskeenf” is hypercyclic.
Our aim in this Note is to obtain a counterpart of thigemion by studying conditionen eigenvectors associated
to eigenvalues of modulus 1 which iy hypercyclicity. The following definition is relevant to our purpose:
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Definition 0.1. We say that an operatdf on a complex separable Banach space hgeréectly spanning
eigenvector field corresponding unimodular eigenvalugéthere exists a continuous probability measuren
the unit circleT such that, for any measurable subdebf T with o(A) = 1, the vector space spanned by the
kernels kefT — AI) for A € A is dense inX.

We obtain the following theorem, whose proof in a special case can be found in the French version:

Theorem 0.2.Let T be a bounded operator oX such that7 has a perfectly spanning eigenvector field
corresponding to unimodular eigenvalues. ThEnis hypercyclic. If the probability measure involved in
Definition 0.1 is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure on the unit Zirgdegven
mixing, i.e. for every pai U, V) of nonempty open subsets Xf there exists an integeW such that for every
n> N, T"(U)NV is nonempty.

Perfectly spanning eigenvector fields can be successfully used to show the existence of a common hypercyclic
vector for certain uncountable families of hyperiiyoperators. Consider for instance multipligdg on the Hardy
spaceH ?(D), whereg € H* (D) is a nonconstant function. It is proved in [5] tmig is hypercyclic if and only if
dpMNT# 2.

Theorem 0.3.Let¢ € H>*(D) be a nonconstant function, and lat= {1 € C; A¢ (D) N T # &}. Then

(HCOM)) + 2.
rEA

A natural improvement of the notion of hypercyclicity is thati@quent hypercyclicitywhere we quantify the
frequency with which an orbit visits a given open seXohccording to the following definition:

Definition 0.4. An operatotT on a Fréchet spack is said to bdrequently hypercycliprovided there exists € X
such that, for any nonempty open subSetf X,

dﬂs{neN; T"er}>0.

Here dengA) = liminf y_ % cardn < N; n € A} for any subsetd of N.
The following result gives a large class of frequently hypercyclic operators:

Theorem 0.5.Let T be a bounded operator on a complex separable Hilbert spdceé&uppose thaf' has a
perfectly spanning eigenvector fieldrmsponding to unimodular genvalues. Then there exists a nondegenerate
Gaussian measure ol which is invariant forT and with respect to whicl is weak-mixing, andr is frequently
hypercyclic.

We also obtain a criterion for frequent hypercyclicity which can be applied in any locally convex Fréchet
spaceX. It is best understood as a strengthened form of the Hypercyclicity Criterion (see, for instance, [5] and
the introduction in the French version):

Theorem 0.6.Let X be a separable Fréchet space, endowed with a complete metitX which induces the
topology ofX, and T a bounded operator oX. Suppose that there exists a dense sequéngg., of vectors
of X, and a mapS defined onX such that for every > 1,

(i) T"S"x; = x;, for everyn > 1,
(i) there is a sequence of positive real numbefg/)),>1 satisfying
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(a) Zk>10k(l) < 400,
(b) p(T*x;,0) < cr (D),
(©) p(S*x;,0) < k(D).

ThenT is frequently hypercyclic.

Theorem 0.6 applies in particular to Birkhoffianhslation operator, as well as to any multiplg, |A| > 1, of
the backward shift on one of the spaégs 1 < p < +o00, orco. Applying Theorem 0.5 shows that the adjoints of
multipliers Mj; on H2(D) are frequently hypercyclic as soon@gD) N T # &. On the other hand, the backward
shift B on the Bergman space is hypercyclic (see for instance [5]) without being frequently hypercyclic.

1. Introduction

Nous énoncons dans cette Note certains résultats quafgaraitre un lien entre le comportement du systéme
dynamique associé a un opérateur linéaire et le spectre ponctuel unimodulaire de cet opérateur. Des énoncés pl
complets et des preuves détaillées seront donnés ultérieurement.

Un opérateuf sur un espace de Fréchet séparablgui sera toujours supposé localement convexe) ebiit
percycliques’il existe x € X tel que I'orbite dex sous I'action d&’, Orb(x, T) = {T"x; n > 0}, est dense dans.

On dit alors que le vecteur est un vecteur hypercyclique pofit et 'ensemble de ces vecteurs hypercycliques
est notéHC(T). D'aprés le théoreme de Baire, ceci revient & dire fjuest topologiquement transitif : pour tout
couple(U, V) d’ouverts non vides d¥ il existe un entien tel que7”(U) NV soit non-vide. C’est Birkhoff [2]

qui en 1929 a exhibé le premier opérateur hypelique, I'opérateur de translatidfif (z) = f(z + 1) agissant

sur I'ensemble des fonctions entierE§C). Dans le contexte des espaces de Banach, I'exemple le plus ancien
remonte a Rolewicz en 1969 [8] qui a prouvé que pour tel que|w| > 1, 'opérateurw B est hypercyclique.

Ici, B(xo,x1,...) = (x1,x2,...) désigne le décalage a gauche &url article de Grosse—Erdmann [6] constitue
une excellente référence sur le sujet jusqu’en 1999, lexéaearplus récentes étant décrites dans [7]. Usuellement,
on prouve I'hypercyclicité d’un opérateur en appliquientritere suivant, appelé Critére d’'Hypercyclicité :

Critére d’Hypercyclicité. Soit X un espace de Fréchet séparable, et T un opérateur linéaire contin s@m
suppose gu’il existe des parties dendgset Yo de X, une suite strictement croissante d’enti¢tg) et une suite
d'applicationss,, : Yo — X vérifiant:

(i) pourtoutx € Xg, T™x — O,
(i) pourtouty € Yo, S,y — 0,
(iii) pourtouty € Yo, TS,y — y.

Alors I'opérateurT est hypercyclique.

Godefroy et Shapiro ont montré dans [5] que lorsque I'opérafepossede un grand nombre de vecteurs
propres associés a des valeurs propres de module inf@&iesupérieur a 1 respeatment, le critere précédent
est vérifié. Plus précisément, on défiiit (7) (resp.X_(T)) comme étant I'espace vectoriel engendré par les
noyaux keI — AI) pour|x| > 1 (resp.JA| < 1). SiX(T) et X_(T) sont des sous-espaces denseX dalorsT
est hypercyclique. Le but de cette Note est d’étudier I'influence de I'existence de vecteurs propres associés a de
valeurs propres de module 1 sur I'hypercyclicité de I'opérateur.
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2. Spectre unimodulaire et hypercyclicité

Commencons par quantifier le fait qu'un opérateur a sarfiifment de vecteurs propres associés a des valeurs
propres de module 1. L'exemple de l'identité montre djoae ne peut se contenter d'une simple condition de
densité.

Définition 2.1. Soit T un opérateur borné sur un espace de Banach séparable cokipl@ralit que les vecteurs
propres del’ associés aux valeurs propres de modungiendrent parfaitement I'espasél existe une mesure
de probabilité diffuser surT telle que, pour toute partié deT de mesure 1, I'espace vectoriel engendré par les
noyaux ke(T" — Al) pouri € A est dense dans.

Le théoréme suivant peut étre vu comme la contitépédu critére de Godefroy et Shapiro énoncé ci-dessus :

Théoréme 2.2. Soit T un opérateur borné suk tel que les vecteurs propressociés au speet unimodulaire
engendrent parfaitement 'espace. Al@iest hypercyclique.

Démonstration. Nous donnons les idées principales de la démonstration dans le cas particulier ou la me-
sure o donnée par la Définition 2.1 est absolument awndi par rapport & la mesure de Lebesgue sur le
cercle unité (on écrira alorsod= f dm), et ou le spectre unimodulaire est simple. On notera= {A» € T;

A est valeur propre d€}. Soit E un champ de vecteurs propres normglisest-a-dire une applicatienrmesurable

de T dansX vérifiant :TE(L) = AE(L), E(A\) #0siA € ey, et||E(1)| <1 (dans le cas oX est un espace de
Hilbert, I'existence d’'un champ borélien de vecteurs propres est prouvée par exemple dans [3]). On pose alors :

onvecl</AjE(k)da(A); jeZ).
T

Remarquons qu&g est dense dank : en effet, six* € X* est nulle sutXg, on a alors :

VjeZ, /Aj(x*, E(W)do(x) =0.
T

Puisque{r’; j € Z} engendrel.>(T, o), on a(x*, E(1)) = 0 o-presque partout, et ceci entraine que= 0.
D’autre part,on a:

T"(/AjE(A) da(/\)) :/Aj+”E(A)f(k) dm(n).
T T

Comme les coefficients de Fourier de> E (1) f (1) tendent vers ,OT"(fT A/ E())do (1)) tend vers 0 lorsque
tend vers l'infini. Par linéarité, ceci donfi&x — 0 pour toutx € Xg. On définit enfin

Sn</AjE(A) da(/\)) :/Aj_”E(A) do (M),

T T
et on étends, par linéarité aXp. Pour les mémes raisons$, (x) — 0 pour toutx € Xo. Il reste a vérifier que
T"S,x — x six € Xg, mais on a clairement pour tout 7" S,x = x. Le Critere d’'Hypercyclicité entraine que
est hypercyclique, et méme meélangeant dans ce cds esV sont deux ouverts non-vides dg il existe un entier
N tel que pourtout > N, T"(U) NV est non-vide. O

Donnons maintenant une application de cette méthodentérét de la preuve du Théoréme 2.2 est de permettre
d’appliquer le Critére d’Hypercyclicité avec la méme pakfie= Yo. Ceci estimportant pour certains problémes ou
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I'existence de vecteurs hypercycliques s’obtient de gr@nconstructive, comme par exemple dans les problemes
d’hypercyclicité simultanée : étant donnée une famille non dénombrdhle.; d'opérateurs hypercycliques

sur un méme espace de Banachil est naturel de se demander s'il existe un vecteur hypercycligue commun
pour tous ces opérateurs. Le premier résultat positif dans ce sens est di a Abakumov et Gordon [1] qui ont
prouvé I'existence d’'un vecteur hypercycliqgue commun pour tougA®3,-1. Les méthodes utilisées dans le
Théoreme 2.2 permettent d’étendre leur résultat a tous les adjoints de multiplicateurs, méme dans le cas ou I
noyau est trivial. Sip est un élément dé/°°(D), I'opérateur de multiplication pap est défini sur I'espace de

Hardy H2(DD) par My (f) = ¢f. Godefroy et Shapiro ont prouve qu),é; est hypercyclique si, et seulement si,
¢(M)NT+# @.Onaen fait :

Théoreme 2.3.Soit¢ € H*° (D) une fonction non constante. On page= {1 € C; 1¢ (D) N T £ &}. Alors:

(N HCOM)) + 2.
rEA

3. Spectre unimodulaire et mesures Gaussiennes invariantes

Dans cette partieH désigne un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie. Dans le
prolongement des travaux de Flytzanis [4], on étudie I'existence d’'une mesure GaussieAndarle support
estH et qui est invariante pouf. On a alors le résultat suivant :

Théoréeme 3.1SoitT un opérateur borné sulf dont les vecteurs propres associés valeurs propres de module
engendrent I'espace. AlofB posséde une mesure Gaussienne non dégénérée invariante.

Dans le cadre de I'étude de l'orbite des opérateurs linéaires, il est intéressant d'étudier I'existence d'une
mesuremy sur H pour laguelle le systéme dynamiqUE, mr) est ergodique. LorsquE vérifie les conditions
supplémentaires de la Définiti@.1, on peut améliorer la colsion du théoréme précédent.

Théoréme 3.2. Soit T un opérateur borné suf tel que les vecteurs propressociés au speet unimodulaire
engendrent parfaitement I'espace. Aldfsposséde une mesure invariante Gaussienne non dégémgréear
rapport a laquelleT est faiblement mélangeant.

La démonstration de ce résultat utilise la théorie des espaces de Fock : on étend une relation valable sur un sou
espace Gaussighde L2(H, mr) & tout I'espace en l'identifiant & une puissance de Foo.deomme corollaire
on obtient qud’, qui est en particulier ergodique par rapport a la mesyresatisfait une propriété plus forte que
I'hypercyclicité :

Corollaire 3.3. Soit T un opérateur borné suf tel que les vecteurs propressociés au spee unimodulaire
engendrent parfaitement I'espace. Aldtsest topologiquement faiblement mélangegmbur tout couplgU, V)
d’ouverts non vides déf, on aT”(U) NV # & pour un ensemble d’entiersde densité arithmétique

4. Opérateurs frequemment hypercycliques

Divers renforcements de la notion d'opérateur hypdiqye sont apparus dans latérature : opérateurs
chaotiques [5], opérateurs faiblen@mélangeants (voir le paragraphe prémd), ou opérateurs mélangeants. Ces
deux derniéres notions sont une gtiation du fait qu’un opérateur hyperdique est topologiqguement transitif.

Il est aussi naturel d’introduire une quantification du €ai’'un opérateur hypercyclique posséde une orbite dense.

Définition 4.1.Un opérateufl” sur un espace de Fréchetest ditfréquemment hypercycliqeél existex € X tel
que, pour tout ouvert non-vidé de X,
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dﬂs{neN; T”er}>0,

ou pour toute partiel deN, dengA) = liminfy_ % cardn < N; ne A}
Une application du théoréme de Birkhoff & la suite du Théoréme 3.2 donne le résultat suivant :

Corollaire 4.2. SoitT un opérateur borné suff tel que les vecteurs propressocies au speet unimodulaire
engendrent parfaitement I'espace. Aldrsest fréquemment hypercyclique.

En outre, on obtient que I'ensemble des vecteurgdegnment hypercycliques est de mesure pleine pour la
mesure Gaussienne par rapport a laquEllest invariant. Rappelons que I'on montre facilement que I'ensemble
des vecteurs hypercycliques est gros au sens des catégories : c@stdemse. Mais il existe cependant des
opérateurs fréquemment hypgetiques (par exemple,®) pour lesquels I'ensemble des vecteurs fréquemment
hypercycliques ne contient pas @g-dense.

Nous terminons par I'’énoncé d’un critére d’hypercyitficfréquente qui permet d’exhiber des opérateurs
frequemment hypercycliques sur d’autres espaces que dasesspe Hilbert. Il s’agit d’une version précisée du
Critére d’Hypercyclicité.

Théoreme 4.3 SoientX un espace de Fréchet séparable muni d'une distance invarianté le rend complet, et
T un opérateur borné suk. Supposons qu'il existe une suite);>1 dense dan¥, et une applicatiors definie
sur X telle que pour tout > 1,

(i) T"S"x; = x;, pour toutn > 1;

(i) il existe une suite de nombres rééds(/)),>1 satisfaisant
(@) Zk>1ck(l) < 00,
(b) p(T*x;,0) < e (D),
(©) p(Skx1,0) < ek (D).

Alors T est fréequemment hypercyclique.

On peut alors démontrer que 'opérateur de tratish de Birkhoff est fréquemment hypercyclique, ainsi
que tous les multiplemB, |w| > 1, du décalage a gaucl® sur I'un des espaces,, 1 < p < 400 0U co.
En appliquant le Corollaire 4.2, on peut également montrer que les adjoints de multiplidm;amta;r H?(D)
sont fréquemment hypercycliques dés qué®) N T # &. En revanche, le décalage a gauche sur I'espace de
Bergman n’est pas fréquemment hypetizyee, bien qu'il soit hypercyclique [5]. Par ailleurs, alors que chacun des
opérateure B, w > 1, est fréquemment hypercyclique gyr cette famille ne posséde pas de vecteur frequemment
hypercycliqgue commun.
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