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Abstract

We are interested in a robust and accurate domain decomposition method with Robin interface conditions on non-matching
grids using a finite volume discretization. We introduce transmission operators on the non-matching grids and define new
interface conditions of Robin type. Under a compatibility assumption, we show the equivalence between Robin interface
conditions and Dirichlet-Neumann interface conditions and the well-posedness of the global and local problems. Two error
estimates are given in terms of the discratt-norm: one in @x1/2) with operators based on piecewise constant functions and
the other in Qi) (as in the conforming case) with operators using a linear rebuilding. Numerical results arelgiedr.this
article: L. Saaset al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Résumé

Décomposition de domaine pour une méthode de volumes finis sur maillages non conformBkus présentons une
méthode de décomposition de domaine sur maillages non-conformes pour une méthode volumes finis avec des condition
d'interface de Robin. Des opérateurs de transmission sont introduits pour obtenir les conditions de type Robin. Sous une
hypothese de compatibilité, nous énongons I'équivalence des conditions d’interface de Robin avec des conditions de Dirichlet-
Neumann et que les problémes globaux et locaux sont bien posés. Nous donnons deux estimations d’erreur A norme
discréte : 'une en 0:1/2) pour des opérateurs basés sur les fonctions constantes par morceaux et I'autre(en@me pour
le cas conforme) pour des opérateurs comportant une reconstruction linéaire. Des résultats numériques sdPaudaritess.
cetarticle: L. Saaset al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Version francaise abrégée
Introduction

Notre but est la mise au point d’'une méthode de décomposition de domaine sur maillages non conformes poul
une méthode de volumes finis [6] avec des conditions d’interface de Robin optimisées [8] aussi précise que dans ¢
cas conforme et possédant une base théorique. Nous considérons le probléme simplifié (1), (2) sur un domain
2 c RY (d = 2,3) partitionné en deux sous domain®s (i = 1,2) sans recouvrement avec des grilles non
conformes a l'interfacd> = £21 N 2. A chaque sous domain@; (i = 1, 2) est associé un maillage admissible
7; au sens des volumes finis [6] et les maillagesles domaines2; sur l'interfacel 12 sont non conformes :
£1 # &. La discrétisation volumes finis de (1), (2) da@s (i = 1, 2) est donnée par les Egs. (3), (4). Aux Egs.

(3), (4) doivent étre associées des conditions d’interface pour assurer la continuité de I'inconnue principale et de
son flux sur les maillages non conform@&sde I'1». Dans la suite nous présentons les opérateurs de transmission
pour prendre en compte la non conformité des maillages au niveau de l'interface, puis explicitons les conditions
d’interface de Dirichlet-Neumann et de Robin. Ensuite nous affirmons que les problémes globaux et locaux sont
bien posés et nous donnons une estimation d’erreur en ndrhdiscréte. A la fin nous présentons des résultats
numeriques.

Opérateurs de transmission

Pour assurer la continuité faible de I'inconnue principale et de sa dérivée normale a frgyays introduit
les espace®(&;) (i = 1,2) des fonctions constantes par morceaux&uet des opérateurs de transmission
0O;: PO(Sj) — PO(&) qui satisfont I'hypothése (H1). Nous donnons deux exemples d’opérateurs de transmission
qui vérifient cette hypothése. Le premier exemple correspond a la restrictidi’f derojection orthogonale
L?(I'1p) sur PO(E)). Le second exemple comprend une reconstruction linéaire pour avoir une meilleure précision
et correspond au couple d'opérateurs de transmission définis par (5) et@)dﬁx;igne le maillage obtenu par
déraffinement par deux du maillage, Pdl(Sf) désigne I'espace des fonctions linéaires pas forcément continues
par morceaux sufz, Pt est la projection orthogonal€?(I'1o) sur PH(E2), I1: PO(E;) — P}(E?) correspond &
I'opérateur d’interpolation linéaire &f1)T & son transposé par rapport au produit scalbf@1»).

Conditions d’interface

Comme dans [3], nous définissons les conditions d'interface de Dirichlet—=Neumann par (7), (8). Nous
introduisons les opérateurs de conditions d'interf§ceP?(&;) — PO(E;) pour pouvoir considérer des conditions
d’interface plus générales que des conditions de Robin et nous supposons qu'ils vérifient I'nypothése (H2). Puis
nous définissons les conditions d’interface de Robin généralisées par (9), (10).
Problémes bien posés

Nous avons les

Théoréme 0.1.Sous les hypothés¢s1), (H2), les problémes définis par les Eq8), (4), (7), (8)ou par les
Egs.(3), (4), (9), (10)sont équivalents et bien posés.

Théoréme 0.2.Sous les hypothés@d1), (H2), le probléme local défini dang; par les Eqs(3), (4), (9)et le
probléme local défini dan€, par les Eqs(3), (4), (10)sont bien posés.
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Estimation d’erreur

En supposant que la solution de (1), (2) vérjfie C2(2) et en effectuant 'hypothése supplémentait&s(,)
sur le maillage, on obtient pour I'estimation d’erreur en notediscréte [7] :

Théoréme 0.3 Sous les hypothés@dl) and (H3,), 3C(£2) > Otel que les erreurs; en normeH ! discréte dans
£2; (i =1, 2) correspondant au schénta), (4), (7), (8)vérifient:

1/2

—si Qi = PE (avecy = 1) : (3,1 olnlles ”im) +leilf £1)7° < C(2)h1/? (etO(h) sila grille du maitres2;

est une sous-grille de I'esclavey) ;

. o 1/2
— silesQ; sont définis pa(5), (6) (avecy =1/2): (Zizl,Z["”ei”iZ(:z,-) + |eiliTi]) /

< C(2)h.
La méme estimation d’erreur est obtenue pour le probléme (3), (4), (9), et (10) du fait du Théoréme 4.1.
Résultats numériques

Le probléme est formulé comme une méthode de sous-structuration et est résolu par un algorithme GMRES
La Fig. 1 représente le comportement asymptotique de I'erreur en nigfnatiscréte et du nombre d’itération de
GMRES en fonction du pas du maillage. Les différentes méthodes comparées sont : TPFA [5], Ceres (similaire
a TPFA mais une interpolation linéaire est effectuée pour avoir la consistance du flix,swoir [4]), New
Cement [1] et les deux méthodes proposes, avec différents opérateurs de conditions d'ifiterfdizey«; ) (o; =
1 o = af)pt [8] anda; = 1/h; avech; le pas du maillage d&2;). On constate que le nombre d'itérations de
GMRES est toujours plus petit pomjgpt comme attendu.

1. Introduction

Our aim is to develop numerical methods with theoretical results which combine finite volume method [6] and
domain decomposition algorithm on nonmatching grids with Robin optimized interface conditions [8] and which
are as accurate as the finite volume scheme in conforming case ifCdiscreteH 1-norm). In the framework of
finite volume or mixed finite element methods, several discretization methods for non-matching grids have been
developed [1,2,4,5], but those methods either do not use Robin conditions or do not have finite volume accuracy ol
do not have mathematical basis. We consider the following simplified model problem:

np—Ap=f ing, 1)
p=g 0nais. (2)

with £2 ¢ R? (d = 2, 3) bounded polygonal domain,> 0, f € L2(£2) andg € L?(3£2). We assume that domain
£2 is divided into two nonoverlapping subdomaif®s (i = 1, 2), with grids that do not match on the interface
o= 21N $25.

We consider a finite volume admissible meshpassociated witl®2; (i = 1, 2), which is a set of closed polyg-
onal subsets of2; such that?; = g7 K and&q, is the set of faces of;. Ni(K) = {K' € 7;: K NK' € Eg;}
is the set of the cells adjacent # and [K, K'] denotes the fac& N K'. Let ¢ be a face offp, located on
the boundary of2;. K(¢) denotes the control ceK € 7; such thate € K. &p is the set of faces such that
352 N 382 =, e, € &i Is the set of faces such that2; \ 92 = (¢, &- £(K) denotes the set of the faces of
K eT.Ep(K)=E(K)NEp is the set of faces oK € 7; which are om$2; N 982. &(K) = E(K) NE; is the
set of faces oK € 7; which are o £2; \ 9£2. We introducep’k an approximation op(xx) (wherexg is a point
inside the control celK), p; an approximation op(y.) (wherey, is the center of € &;) andu’, an approximation
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of the flux g—ﬁ(yg) outwards2; throughé&;. We noteg’ an approximation o one, F}( an approximation of . f.
d(-,-) denotes th®? Euclidean distance and(-) the Lebesgue measure. Then a finite volume scheme [6] of (1),
(2) can be defined of?; by the set of equation§K € 7;

i i 0 ) )
wiemKy— Y TETPK ko gy Y S TPE e Y wimeme =Ff (3)
Py d(xgr, Xg) : d(ye, xg)
eN;(K) €& p(K) ce&,(K)
with
. pi—pk
uh=-=—"2 oneek. 4
* d(ye. xx) l )

2. Transmission operator

In order to enforce a weak continuity on non-matching grids at the inteffggcef the principal unknowrp and
of its normal derivativer, we introduceP(&;) the space of piecewise constant functiongpand the transmission
operatorsD; : P°(£;) — PO(&;) which satisfy the following compatibility condition:

(H1) Vu € PO(&1) etVv € PO(E2), (Qa(u), V) 2(ry, = (U, Q1(V)) 12(1yy)-
In the following we study two particular types of transmission operators satisfying hypothesis (H1).
2.1. Orthogonal.? projection onPO(&;)

The first type of operator is the restriction &9(¢;) of P¢ the L? orthogonal projection ont®°(&;) (i # J,
with i, j =1, 2).

2.2. Operator with linear rebuilding

The second type of operator, inspired by [2], uses a reconstruction process to have a more accurate transmissio
We introduce the interface gr'kﬁl2 which is&; coarsened by tondl(é’lZ) the space of piecewise linear functions
on £2, the interpolation operatah : P°(£1) = PHEZ) and ()" : P}H(E?) > PO(&y) its transpose with respect
to the L2(I'1») inner product Yu € P(&1) andVv € P}(EZ), we have(I1(u), v) 2py, = (. (DT (V) 12(p,):
PE the L2(I'1») orthogonal projection ont®(£2) and P5 the L2(I'12) orthogonal projection ont&@%(£). The
transmission operators are:
Q1= (I)"[P{ pog,] (forthe normal derivative) (5)

0> = [chlpdl(glz)]ll (for the unknown) (6)

3. Interface conditions

As in [3], we define the Dirichlet-Neumann interface conditions by:

p2=02(p1) oné&,, (7)
u1= Q1(—uz) onéi. (8)
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To define more general interface conditions, we introduce interface conditions ope&Sat®¥&;) — PO(&)
which satisfy the following hypothesis:

(H2) S; is definite positive¥u € PO(&;), u #0, (Si(u),u);2p,, > O.

For exampleS; can be the discrete Steklov—Poincaré operator or the optimized Robin interface coefficients [8].
The general interface conditions are then defined by:
P2+ Q2(871Q1(u2)) = Qa(p1 — Sy (1)) onéy, 9)
01(8202(p1)) +ur = Q1(S2p2 —u2) oné&. (10)

4. Well posedness and Error estimate

The finite volume scheme associated to (1), (2¥ans then defined by (3), (4), (7), (8) for the Dirichlet—
Neumann interface conditions problem and by (3), (4), (9), (10) for the general interface conditions problem. The
following theorem, proven in [7], ensures that the two problems have the same unique solution which does not
depend on the interface operafr(interface condition operator):

Theorem 4.1.Under hypothesigH1), (H2), the global problems defined by the set of €%, (4), (7), (8)or by
(3), (4), (9), (10)are equivalent and are well posed.

To solve the set of discrete equations, we wish to use a domain decomposition algorithm, at each iteration of
which, local problems on subdomains are solved. The second theorem, proven in [7], gives the well posedness o
the local problems and allows us to use a domain decomposition algorithm.

Theorem 4.2.Under hypothesigH1), (H2), the local problem defined if21 by Egs.(3), (4), (9)and the local
problem defined 22 by Eqs(3), (4), (10)are well posed.

Error estimates have been carried out for the two types of transmission operators introduced before under the
following additional hypothesiéH3,) on the mesh:

(H3,) Lety >0, 3C >0s.t.Vi=1,2, Ve € & diam(e) < Cd(ye, xg)7 .

Theorem 4.3.Under hypothesigH1) and (H3,), 3C(£2) > 0s.t. the classical finite volume errer in £2; of (3),
(4), (7), (8)satisfies

—if Qi =PF (withy =1): (3,1 o[nllei IIiz(Qi) + |ei|i77])1/2 < C(£2)hY2 (andO(h) if the grid of the master
£21 is a subgrid of the slavey);
— if the operatorsQ; are defined by5), (6) With y = 1/2): (3_,_1 [nlle; ||i2(9,) + |e,»|i77])l/2 < C(2)h.

The same error estimate holds for (3), (4), (9), (10) because of Theorem 4.1.

5. Numerical results

When no interface grid is a subgrid of the other, the Robin interface conditions (9), (10) introduce a dependency
of the interface conditions os; with the grid of the neighboring subdomafn;. To cancel this dependency
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Fig. 1. (Left) Error vs. log of the mesh sizg)(and (right) iteration counts vs. log) for various interface conditions.

a subgrid based o061 and & and new unknowns are introduced @hy to write equivalent Robin interface
conditions but an interface band linear system has to be solved at each domain decomposition iteration. Then the
problem is formulated as a substructuring method solved by a GMRES algorithm. We compare different methods:
TPFA [5], Ceres (like TPFA but a linear interpolation is done to have a consistent flux on the interface, see [4]),
New Cement [1] and the two proposed methods, with diffefeet diag(v;) (o; =1, o; = agpt [8]anda; =1/ h;

with h; the size of the mesh aB;). For Ceres and Linear we obtain, see Figflan order of 18 (higher than
expected because the regular Cartesian meshes). For New Cement, as in theory the order depends on the choi
of «;. For TPFA and Constant we obtain an order & s expected. The number of iterations is the lowest for

o = O‘Bpt-
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