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Résumé

Un tournoiT = (S, A) est un graphe orienté tel que pour tays € S, avecx # y, (x, y) € A si et seulement gy, x) ¢ A.
Par exemple, le 3-cycle est le tourndil, 2, 3}, {(1,2), (2,3), (3, 1)}). A lisomorphisme prés, il existe deux tournois a
4 sommets et contenant un seul 3-cycle, que nous appelons diamants. Nous montrons que pour tofitdéfimaiurn > 9
sommets, ou bieff contient au moins2— 6 diamants ou bien le nombre de diamants contenus Hast égal & Oz — 3 ou
2n — 8. Suite a la caractérisation des tournois sans diamants due a Gnanvo et llle (Z. Math. Logik Grundlag. Math. 38 (1992)
283-291) et a Lopez et Rauzy (Z. Math. Logik Grundlag. Math. 38 (1992) 27-37), nous étudions la morphologie des tournois
définis sum > 5 sommets et qui contiennent exactement3 ou 21 — 8 diamantsPour citer cet article: H. Bouchaala, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On therepartition of diamondsin atournament. A tournament = (V, A) is a directed graph such that for evaryy € V,
wherex # y, (x,y) € A ifand only if (y, x) ¢ A. For example, the 3-cycle is the tournaméfit, 2, 3}, {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}).
Up to an isomorphism, there are two tournaments with 4 vertices and containing an unique 3-cycle which we call diamonds.
We prove that for any tournamefit defined orn > 9 vertices, eithef” contains at least/i2— 6 diamonds or the number of
diamonds contained ifi is equal to Oz — 3 or 22 — 8. Following the characterization of the tournaments without diamonds due
to Gnanvo and llle (Z. Math. Logik Grundlag. Math. 38 (1992) 283—-291) and to Lopez and Rauzy (Z. Math. Logik Grundlag.
Math. 38 (1992) 27-37), we study the morphology of the tournaments defined>0b vertices and which contain exactly
n — 3 or 22 — 8 diamondsTo citethisarticle: H. Bouchaala, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Préliminaires

Un tournoi T est un couplgs, A), ou S est un ensemble fini, appelé ensemble sbesmets de T', et A est
un ensemble de couples de sommets distincts, appelé ensemldecslee T, vérifiant : pour tousx, y € S,
avecx # y, (x,y) € A si et seulement s{y,x) ¢ A. A chaque partieX de S est associé leous-tournoi
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T(X)=(X,(XxX)NA)deT induit par X. Par exemple, le-8ycleest le tourno{{1, 2, 3}, {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}).

A lisomorphisme preés, il existe deux tournois & 4 sommets et contenant un seul 3-cycle que nous appelons
diamants. Pour tout tournoil’ = (S, A), on notes§(T) le nombre de sous-tournois dequi sont des diamants.

Si T contient au moins un diamant, t@yau N(T) de T est I'intersection de toutes les parti¥sde S telles que

T (X) est un diamant. Par ailleurs, le tourriiest unordre total lorsque pour tous, y,z € S, si (x,y) € A et

(y,z) € A, alors(x, z) € A. Ledual deT est le tournoil* = (S, A*) défini par : pour tous, y € S, (x,y) € A* si

(y,x) € A. Un tournoi esautodual s'il est isomorphe a son dual.

Etant donné un tournd’ = (S, A), une partiel de S est unintervalle [2] (ou unclan [1] ou un ensemble
homogene[3]) de T lorsque pour tous, y € I et pourtout; € S — I, (x,z) € A si et seulement iy, z) € A. Par
exemple, 'ensembl§, I'ensemble vide et les singletons Seont des intervalles dg, appelésntervallestriviaux
de T. Un tournoi estindécomposable lorsque tous ses intervalles sont triviaux. || détomposable dans le cas
contraire.

SoitT = (S, A) un tournoi, associons a chaque S un tournoiT, = (Sy, A,) de telle sorte que les ensembles
de sommets, soient mutuellement disjoints. lsamme lexicographique des tournoidl, suivantT est le tournoi
notéT(Ty; x € S) et défini sur la réunion de$; comme suit : étant donneése S, etv € Sy, olx, y € S, (1, v)
estun arc dd'(Ty; x € S) lorsque ou bier = y et (u, v) € A, ou bienx # y et(x, y) € A.

Etant donné un tournoil’ = (S, A), pour tous éléments, y de S, la notationx — y signifie (x, y) € A et
pour toutes parties disjointeset J de S, on notel — J lorsque pour tou{x,y) € I x J, x — y. Pour un
ordre total,x — y est encore notée < y. Enfin, pour toutx € S, on poseV, (x) = {y € S; (y,x) € A} et
Vi) ={yes; (x,y) €Al

2. Présentation desrésultats

En 1993, Lamy a remarqué que tout tournoi & 5 sommets contient exactement 0 ou 2 diamants. A partir de cette
observation, nous avons établi le dénombrement suivant.

Théoréme 2.1. Etant donné un tournoi 7 & n > 6 sommets, ou bien §(T) € {0,n — 3,2n — 8} ou bien
8(T)>2n—8.9deplusn >9,alorsé(T) #2n — 7.

Afin de rappeler la caractérisation suivante des tournois sans diamants, due a Gnanvo et llle [4] et a Lopez e
Rauzy [5], nous définissons, pour taut: 0, le tournoiTy, sur{0, ..., 2k} comme suit. Pourtousj € {0, ..., 2k},
i — jsS’ilexisteke{1,...,h} telquej =i + k modulo Z + 1.

Théoréme 2.2 [4,5]. Un tournoi ne contient aucun diamant si et seulement s il se décompose en une somme
lexicographique d’ ordres totaux suivant un tournoi 77,.

Les tournois & > 6 sommets tels qu&7T) = 0,n — 3 ou 2 — 8 sont appelés tournois gwemier, deuxiéme
outroisiéme palier respectivement.

Au cours de la preuve du Théoréme 2.1, on établit pour tout todfrepjantn > 6 sommets, d’'une part, que
8(T) =n — 3 sietseulement $iV(T)| = 3 et, d'autre part, que 8(7T) =2n — 8, alors|N(T)| = 2.

Suite au Théoréme 2.2, nous étudions la morphologie des tournois du deuxiéme et du troisiéeme palier en
introduisant les notions suivantes de partition et d’extension cycliques.

Considérons un tournoi sans diamafits= (S, A) a n > 4 sommetsp un sommet deI’ et des partitions
{B1, B2} de V; (b) et{Bs, B4} deV, (b). On ditque(b, B1, B2, B3, By) réalise ungartition cycliquedeT lorsque
B1UB3#, BU By # ¥ etB1— B, — B3 — Bs— Bi1. Pourtoutz ¢ S, une (tournoi) extension dea S U {a}
est unextension cyclique associée a la partition cycligué, B1, B2, B3, Ba) lorsque pour touk € S, a — x si et
seulement sk € {b} U B> U B3.
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Théoreme 2.3. Pour tout tournoi T = (S, A) ayant n > 5 sommets, N(7T') contient au moins deux sommets a
et b, avec a — b, g et seulement s T est I'extension cyclique de T(S — {a}) associée a la partition cyclique
(b, B1, B2, B3, Bs) avec B1 =V, (b) N V; (a), B2 =V, (b) NV} (a), Bs=V; (b) NV} (a) & Ba =V (b) N
V7 (a).

Enfin, en utilisant la décomposition de Gallai [3] et des résultats sur les tournois indécomposables dus
a Ehrenfeucht et Rozenberg [1], nous déterminons, & lisomorphisme pres, les tournois indécomposables du
deuxiéme et du troisieme palier et ceux dont le noyau est une paire. En particulier, nous obtenons.

Proposition 2.4. Pour tout entier n > 7, al’isomorphisme prés, le deuxiéme palier contient exactement 2 tournois
indécomposables et | e troisiéme en contient exactement 8.

Proposition 2.5. Pour tout entier n > 6, il existe, a I'isomorphisme pres, exactement 4n — 20 tournois
indécomposables dont le noyau est une paire.
3. Preuvedu Théoréme2.1

La preuve du Théoréme 2.1 repose essentiellement sur les deux lemmes suivants.

Lemme3.l. ST = (S, A) estuntournoi an > 5 sommets qui contient au moins un diamant, alors par chacun de
ses sommets passe au moins un diamant. De plus, |es assertions suivantes sont équivalentes.

e 5(T)=n-3.
e |[N(T)|=3.
e Pour toutes partiesdistinctes X et Y de S tellesque 7(X) et T(Y) sont desdiamants, | X N Y| = 3.

Lemme3.2. Soit 7 untournoi an > 6 sommets admettant deux sous-tournois 7 (X) et 7 (Y) qui sont des diamants.
S |XNY|=2,alors8(T) >2n —8.Enrevanche, s | XNY| <1 alorsé(T) > 2n —6.
4. Etude morphologique

Pour démontrer le Théoréme 2.3, nous utilisons le Théoreme 2.2 et le lemme suivant.
Lemme 4.1. Soit 7 I’extension cyclique d'un tournoi sans diamants 7' = (S, A) aSUf{a},ola¢Set|S| >4,
associée a une partition cyclique (b, B1, B2, B3, B4). Pour tous x,y € S, T({x, y,a, b}) est un diamant si et
seulement si (x, y) ou (y, x) appartienta (B1 U B3) x (B2 U By).

Le résultat suivant décrit la morphologie d’un tourdidu deuxiéme ou du troisiéme palier. Par ce qui
précéde, un tel tournoi est I'extension cyclique d’'un tournoi sans dianfamtssociée a une partition cyclique

(b, B1, B2, B3, Bs).

Corollaire4.2. Letournoi T est du deuxiéme palier s et seulement si min(|B1 U Bz|, |B2 U B4|) = 1. Par contre,
T est dutroisiéme palier si et seulement si min(|B1 U B3|, |B2 U By|) = 2.

Concernant la Proposition 2.4, nous définissons ci-aprés les tournais@&sommets, indécomposables, du
deuxiéme ou du troisieme palier lorsque par exempéest pair. Chacun des tournois suivants est une extension
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cyclique d’'un tournoi sans diamarifs= (S, A) ayantn — 1 sommets, & U {a} oUa ¢ S, associée a une partition
cyclique(b, B1, B2, B3, Bs). Posond” = Ty, (po, . . ., p2n) et notonss; 'ensemble des sommets de I'ordre tota)
pour touti € {0, ..., 2h}.

e U est défini ave(h:%l,po:xo<yo<b, B1=851U---USy, Bo=0, B3 =(Sp+1 U ---U Sop,) U {xp},
Ba = {yo} etpourtout € {1,...,2h},|S;|=1.

e Vj est défini aved = %, So=1{b}, B1 =51, B2=82U---US}, B3 =Sp+1, Ba= Sp42U---U Sy, et pour
touti € {1, ..., 2h}, |S;| = 1.

e V> est défini aved = %, So=1{b},B1=8S1U---USy_1, Bo =84, B3=Sp+1U---U So,_1, B4 = Spp, €t
pourtouti € {1,..., 2k}, |S;| =1.

e V3 est défini aved = %‘, po=x0<b, p1=x1<y1, Br={x1}, B2={y1} U(S2U---U Sp), B3 = Sp+1,
Bsa=(Sp42U---US2,) U {xp} et pourtout € {2,...,2h},|S;|=1.

e V4 est défini avech = %‘, po=x0<b, pph =xp <yn, B1=(S1U---USy_1) U{xp}, B2 = {y},
B3=Sp41U---USo,, B4={xo} etpourtout € {1,...,2h} — {h}, |Si| =1.

A l'isomorphisme présl/ et U* sont les seuls tournois indécomposables du deuxiéme palierraganimets,
etVi, ..., Vs etleurs duaux sont les seuls tournois indécomposables du troisieme paliet apamnets.

Finalement, nous présentons une opération équivalente & I'extension cyclique qui a été proposée par le
rapporteur. SoitT un tournoi sans diamants. Deux sommet®t b de T sont équivalents si {a, b} est un
intervalle deT. Au contraire, I'élément minimum et I'élément maximum d’un ordre total maximal, parmi les
sous-tournois d&, sont appelés sommetpposés. On vérifie alors que les extensions cycliques sont exactement
les tournois obtenus a partir d’'un tournoi sans diamants en inversant uniguement I'arc entre deux sommets qui sor
ni équivalents et ni opposeés.
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