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Résumé

Dans cette Note, nous construisons deux classes de variétés complexes non compactes, localement con
kählériennes mais qui ne sont pas kählériennes. La construction est inspirée par les résultats de Loeb. Nous don
exemples en dimensions 2 et 3.Pour citer cet article : J. Renaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Classes of non-Kähler, locally conformally Kähler manifolds. In this Note, we construct two classes of non-comp
complex manifolds, locally conformally Kähler but non-Kähler. The construction is inspired by the results of Loeb. W
two examples in dimensions 2 and 3.To cite this article: J. Renaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

D’après le théorème de Siu, une surface complexe compacte admet une métrique kählérienne si et seu
son premier nombre de Betti est pair. En revanche, sib1 est impair, il est intéressant de savoir si l’on peut mu
la surface d’une métrique localement conformément kählérienne. Nous rappelons qu’une métrique her
g sur une variété complexeX est dite localement conformément kählérienne (l.c.K) s’il existe un recouvre
ouvert{Ui} deX et une famille de fonctionsC∞, fi :Ui → R tels que chaque métrique locale exp(−fi)g|Ui soit
kählérienne.

Gauduchon et Ornea [3] et Belgun [1] se sont intéressés àla question. Les premiers ont montré que la répo
est positive pour les surfaces de Hopf, le second qu’elle est négative pour certaines surfaces d’InoueX = S+

n;p,q,r;t
où t ∈ C\R. Dragomir et Ornea quant à eux, posent dans [2] (Chapter 3, p. 28) le problème de l’existe
variétés complexes, non compactes et non kählériennes admettant une métrique l.c.K.

Adresse e-mail : renaud@cmi.univ-mrs.fr (J. Renaud).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.03.032
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2. La construction

SoientA = (aij ) ∈ SL(n,Z) une matrice admettantn valeurs propres(λi)i=1,...,n telles queλ1 > · · · > λn−1 >

1 > λn > 0 etD la matrice logarithme réel deA.
Notonsvj = (v1j , . . . , vnj )

t , j = 1, . . . , n, des vecteurs propres réels associés auxλj , P = (vij )i,j et Q =
(qij )i,j sa matrice inverse. SoitV le domaine deCn défini par

V :=
{

n∑
i=1

αivi | αi ∈ C et �mαi > 0 pouri = 1, . . . , n − 1

}
� Hn−1 × C.

PourK = Z,R,C, nous définissonsGK le groupeK × Kn muni de la loi de composition interne :

(z, b) · (z0, b0) = (
z + z0,ez0Db + b0

)
,

ou encore en l’écrivant dans la base desvj avecρi := lnλi

(z, b1, . . . , bn) · (ω,β1, . . . , βn) = (
z + ω,eωρ1b1 + β1, . . . ,eωρnbn + βn

)
.

Le domaineΩ̃ := C × V dansGC est invariant à droite par l’action deGR.
Cela nous permet de considérerΩ := Ω̃/GZ ↪→ GC/GZ.
En outre, en considérant l’application exponentielle suivante :

exp :Cn → (C∗)n

(z1, . . . , zn) �→ (
e−2iπz1, . . . ,e−2iπzn

)
nous pouvons définir de façon équivalenteΩ comme étant le quotient deC × R := C × exp(V ) par le groupe
engendré par l’automorphismẽgA

(z,w1, . . . ,wn)
g̃A�→ (

z + 1,w
a11
1 w

a12
2 · · ·wa1n

n , . . . ,w
an1
1 w

an2
2 · · ·wann

n

)
.

Nous avons deux réalisations de la variété dépendant de labase choisie. Dans la première, les directions pro
sont explicites, l’action deGZ moins. C’est cette représentation qui sera utilisée dans la troisième partie de l

En revanche, dans la seconde, les directions propresn’apparaissent pas explicitement mais l’action deGZ est
très simple. Nous utiliserons cette représentation dans la seconde partie.

Une seconde classe de variétés apparaît au cours de la construction deΩ : la variétéR/〈gA〉 où gA est la
restriction dẽgA àR.

3. Les variétés sont l.c.K

Proposition 3.1. Les variétés Ω et R/〈gA〉 admettent une métrique localement conformément kählérienne.

Démonstration. Nous rappelons qu’une variété complexeX est localement conformément kählérienne s
seulement s’il existe une forme kählérienneω̃ sur le revêtement universel̃X et une représentationθ :π1(X) → R∗+
tels queγ ∗ω̃ = θ(γ )ω̃ pour toutγ ∈ π1(X) (voir [2], p. 5). Le but est donc de définir de telles formes kählérien
tordues sur̃Ω etR. Considérons les fonctionsϕi définies surR par :

ϕi(w) :=
n∑

j=1

qij ln|wj |.

Les propriétés suivantes desϕi sont des conséquences immédiates de la construction :

(i) ϕi est pluriharmonique pouri = 1, . . . , n ;
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(ii) pour i = 1, . . . , n − 1, la fonctionϕi est à valeurs dansR∗+ et pouri = n, la fonctionϕn est à valeurs dansR ;
(iii) sous l’action degA, nous avonsϕi ◦ gA = λiϕi ;
(iv) dϕi ne s’annule pas pouri = 1, . . . , n.

Soit la fonctionϕ donnée parϕ := ∑n−1
i=1 ϕ

ri
i + ϕ2

n où lesri sont choisis tels que

λ
r1
1 = · · · = λ

rn−1
n−1 = λ2

n =: λ.

En particulier, lesri sont strictement négatifs.ϕ est strictement plurisousharmonique et sous l’action degA,
ϕ ◦ gA = λϕ. La formeω := √−1∂∂̄ϕ est une forme kählérienne qui vérifieg∗

Aω = λω. La variétéR/〈gA〉 est
donc l.c.K.

Il en est de même pour la variétéΩ . Définissons̃ω parω̃ := ω + √−1eα(z+z̄) dz ∧ dz̄ oùα est une constante
déterminer :

g̃A
∗ω̃ = g∗

Aω + √−1eα(z+z̄+2) d(z + 1) ∧ d(z̄ + 1)

= λω + √−1e2α eα(z+z̄) dz ∧ dz̄

e2α :=λ= λω̃.

En conclusion,Ω = (C ×R)/〈g̃A〉 est l.c.K.

4. Les variétés ne sont pas kählériennes

Lemme 4.1. Il n’existe pas de fonction strictement plurisousharmonique sur Ω̃ , invariante à droite par GR.

Démonstration. La démonstration reprend les résultats de Loeb ([4], pp. 73–75, Proposition 3) que
appliquerons une fois que nous nous serons ramenés à un problème en dimension 2. Considérons les sous-gro
HC etHR deGC etGR respectivement, donnés par :

HC := {
(z,0, . . . ,0, b) | (z, b) ∈ C2},

HR := {
(ω,0, . . . ,0, β) | (ω,β) ∈ R2}.

Il est facile de vérifier queHC est invariant par l’action à droite deHR.
Soienta l’élément deΩ̃ de la forme(0, i, . . . , i,0) et a.HC l’ensemble :

a.HC = {(
z,ezρ1i, . . . ,ezρn−1i, b

) | (z, b) ∈ C2}
(z,ezρ1i, . . . ,ezρn−1i, b) appartient à̃Ω si et seulement si�mzρj ∈] − π

2 + 2kπ, π
2 + 2kπ[ pourj = 1, . . . , n − 1.

Commeρ1 > · · · > ρn−1, la condition est équivalente à�mzρ1 ∈] − π
2 + 2kπ, π

2 + 2kπ[ . Nous définissons le
sous-ensembleΛ deGC de dimension 2 comme étant la composante connexe :

Λ :=
{(

z,ezρ1i, . . . ,ezρn−1, b
) ∣∣∣ b ∈ C, �mz ∈ ρ−1

1

]
−π

2
,
π

2

[}
.

Λ est invariant par l’action à droite deHR puisqueΩ̃ et a.HC le sont. Grâce au diagramme commutatif :

(z, b)

ACTION de
HR

(z,0, . . . ,0, b)
a.

(z,ezρ1i, . . . ,ezρn−1i, b)

ACTION de
(ω,0,...,0,β)∈HR

(z + ω,eωρnb + β) (z + ω,0, . . . ,0,eωρnb + β) (z + ω,eηρ1i, . . . ,eηρn−1i,eωρnb + β)
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nous sommes ramenés à un problème de dimension 2 sur la bande{
(z, b) ∈ C2

∣∣∣ �mz ∈ ρ−1
1

]
−π

2
,
π

2

[}
:= B,

bande pour laquelle l’action deHR est donnée par(z, b) · (ω,β) = (z+ω,eωρnb+β). La suite de la démonstratio
utilise les résultats de Loeb.

Proposition 4.2. La variété Ω n’est pas kählérienne.

Démonstration. On combine la démonstration du Théorème 5, p. 95 et de la Proposition 12, p. 96 [
raisonnant par l’absurde et en supposant queΩ est kählérienne, nous pouvons construire par intégration
métrique kählériennẽω sur Ω̃ invariante à droite parGR. En restreignant le problème à la dimension 2, n
avons donc une métrique kählérienneω̂ sur B, invariante à droite parHR. Mais ceci est impossible sinon l’o
pourrait construire une fonction strictement plurisousharmonique invariante.

5. Applications

Nous finissons en donnant deux exemples, en dimensions 2 et 3, de matrices vérifiant les propriétés initiale
En dimension 2, en considérant une matriceA ∈ SL(2,Z) ayant une trace strictement supérieure à 2
valeurs propres sont strictement positives, une est strictement supérieure à 1, l’autre strictement inférieure) et e
suivant la construction donnée ci-dessus, nous obtenons une surface d’Inoue–HirzebruchS privée de ses courbe
rationnellesD. Ce qui précède nous permet de conclureque la variété complexe, non compacteS\D est l.c.K mais
non kählérienne.

En dimension 3, l’extension de corpsK = Q(α) où α3 − 4α + 1 = 0 nous donne deux matricesA et B ayant
les propriétés requises :

A =
( 0 0 1

−1 4 0
0 −1 4

)
et B =

(2 −1 0
0 2 −1
1 −4 2

)
.

Les valeurs propres deA valent approximativement 0.064,3.46,4.47 et celles deB 0.14,1.75,4.11.
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