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Résumé
Dans cette Note, nous construisons deux classes de variétés complexes non compactes, localement conformémel
kahlériennes mais qui ne sont pas kahlériennes. La construction est inspirée par les résultats de Loeb. Nous donnons det

exemples en dimensions 2 etRur citer cet article: J. Renaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Classes of non-Kahler, locally conformally Kahler manifolds. In this Note, we construct two classes of non-compact
complex manifolds, locally conformally Kéhler but non-Kahler. The construction is inspired by the results of Loeb. We give
two examples in dimensions 2 andT®.citethisarticle: J. Renaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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1. Introduction

D’apres le théoreme de Siu, une surface complexe compacte admet une métrique kéhlérienne si et seulement
son premier nombre de Betti est pair. En revanchgé; gst impair, il est intéressant de savoir si I'on peut munir
la surface d’une métrique localement conformément kahlérienne. Nous rappelons qu’'une métrique hermitienne
g sur une variété complex® est dite localement conformément kéhlérienne (I.c.K) s'il existe un recouvrement
ouvert{U;} de X et une famille de fonction§*°, f; :U; — R tels que chaque métrique locale éx{y;)gu, Soit
k&hlérienne.

Gauduchon et Ornea [3] et Belgun [1] se sont intéressa@sjaestion. Les premiers ont montré que la réponse
est positive pour les surfaces de Hopf, le second qu’elle est négative pour certaines surface§(d:|:n_‘b
our € C\R. Dragomir et Ornea quant a eux, posent dans [2] (Chapter 3, p. 28) le probléme de Femstence de
variétés complexes, non compactes et non kéhlériennes admettant une métrique I.c.K.
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2. Laconstruction

SoientA = (a;;) € SL(n, Z) une matrice admettantvaleurs propregi;);—1,... , telles query > --- > A, _1 >
1> ), > 0 etD la matrice logarithme réel dé.

Notonsv; = (vij,...,vs;)", j =1,...,n, des vecteurs propres réels associés ayxP = (v;;);,; et Q =
(g:)i,; sa matrice inverse. Soit le domaine d&C" défini par

n
V.= {Zaivi o eCetIme; >0pouri=1,...,n—1 ~H"1xC.
i=1
Pourk =7, R, C, nous définisson& g le groupekK x K" munide la loi de composition interne :

(z,b) - (z0, bo) = (z + 20, €°Pb + bo),
ou encore en I'écrivant dans la base dggvecp; :=InA;
(Zs bla ] bn) : ((,(), 1315 cey IBH) = (Z +Cl), ewplbl +ﬁl, ceey ewp”bn +ﬁn)

Le domaine :=C x V dansG¢ estlnvariant a droite par I'action d&g.
Cela nous permet de considéser= 2/Gz — G¢/Gz.
En outre, en considérant I'application exponentielle suivante :

exp:C" — (C*"
(Zla M Zn) = (e_ZiT[Z:L’ ] e_ZiT[Zn)
nous pouvons définir de fagon équivaleszecomme étant le quotient dé x R := C x exp(V) par le groupe
engendré par 'automorphisngg

gA
(zo w1, ..., wy) P> (2 + 1 wiwie - wil o witwy e wi).

Nous avons deux réalisations de la variété dépendantlo@ska choisie. Dans la premiére, les directions propres
sont explicites, I'action dé&'7 moins. C’est cette représentation qui sera utilisée dans la troisieme partie de la note.
En revanche, dans la seconde, les directions propagparaissent pas explicitement mais I'action@g est
trés simple. Nous utiliserons cette répentation dans la seconde partie.
Une seconde classe de variétés apparait au cours de la constructibn ldevariétéR/(ga) oU g4 est la
restriction degz aR.

3. Lesvariétéssont |.c.K

Proposition 3.1. Lesvariétés 2 et R/(g4) admettent une métrique localement conformément kahlérienne.
Démonstration. Nous rappelons qu’'une variété compleXeest localement conformément kahlérienne si et
seulement s'il existe une forme kahlérierineur le revétement universgl et une représentatiagi 71 (X) — R

tels quey*?o~: 0 (y)w pour touty € w1(X) (voir [2], p. 5). Le but est donc de définir de telles formes kahlériennes
tordues sug2 et’R. Considérons les fonctiors définies sufR par :

n
gi(w) =Y gij Infw;.

j=1
Les propriétés suivantes dgssont des conséquences immédiates de la construction :

() ¢; est pluriharmonique pour=1,...,n;
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(i) pouri=1,...,n—1, lafonctiony; esta valeurs darg’ et pouri = n, la fonctiong, est a valeurs daris;
(i) sous l'action deg4, nous avong; o g4 = A;¢; ;
(iv) dg; ne s’annule pas pour=1, ..., n.

n—=1 r;

Soit la fonctiony donnée pap :=) " ¢;' + <p3 ou lesr; sont choisis tels que

Mi=-o=Ar ==

En particulier, les; sont strictement négatifg est strictement plurisousharmonique et sous I'actiorg gle
@ o ga = rp. La formew := +/—133d¢p est une forme kahlérienne qui verifig w = Aw. La variétéR /(ga) est
doncl.c.K. i
Il en est de méme pour la varié. Définissonss par® := w + /-1 @+ dz A dz ol est une constante &
déterminer :
D =gho+ V-1 HDdz + ) Adz + 1)
= ho+ /14D dz A dZ
=) .~
= Aw.

En conclusionf2 = (C x R)/{ga) estl.c.K.

4. Lesvariétésne sont paskahlériennes
Lemme4.1. 1l n"existe pas de fonction strictement plurisousharmonique sur €2, invariante & droite par Gg.

Démonstration. La démonstration reprend les résultats de Loeb ([4], pp. 73—75, Proposition 3) que nous
appliquerons une fois que nous nous serons ramenés ablépre en dimension 2. Considérons les sous-groupes
Hc et Hr de G¢ et Gg respectivement, donnés par :

Hc:={(z,0,...,0,b) | (z,b) € C?},
Hp :={(®.0,...,0,8) | (0, B) e R?}.

Il est facile de vérifier queéic est invariant par I'action a droite deg.
Soienta I'élément des2 de la forme(0, i, .. .,i,0) eta.Hc 'ensemble :

a.He = {(z. €, ..., €74i,b) | (z.b) € C?)

(z, €1, ..., &Pn-1j b) appartient &2 si et seulement SSmzp; el =5 +2kn, 5+ 2kn[pourj=1,....n—1.
Commepy > --- > p,_1, la condition est équivalentedmzp; €] — 5 + 2km, % 4 2kz[ . Nous définissons le
sous-ensembld de G¢ de dimension 2 comme étant la composante connexe :

A= {(z,ewli,...,ezp”—l,b) ‘be(C, szepfl}—%, %H

A est invariant par I'action a droite dég puisqueﬁ eta.Hg le sont. Grace au diagramme commutatif :

(z,b) — (z,0,...,0,b) 4 (z, €L, ..., €Pn-1i D)
ACTION de ACTION de
Hgr (@,0,...,0,8)e Hr

z+w, &b+ — (+4+®,0,...,0,6"b+B) — (z+w,€Pli . .. ePn-1j &Prp+ B)
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nous sommes ramenés a un probléme de dimension 2 sur la bande

~ _1 T T
Smz € pg 23 =B,

bande pour laquelle I'action dég est donnée pat, b) - (w, 8) = (z + w, € b+ B). La suite de la démonstration
utilise les résultats de Loeb.

{(z,b)e@z

Proposition 4.2. La variété 2 n’est pas kahlérienne.

Démonstration. On combine la démonstration du Théoreme 5, p. 95 et de la Proposition 12, p. 96 [4]. En
raisonnant par I'absurde et en supposant fuest kahlérienne, nous pouvons construire par intégration une
métrique k&hlérienn@ sur 2 invariante a droite paGr. En restreignant le probléme a la dimension 2, nous
avons donc une métrique kahlériendesur B, invariante a droite pafHk. Mais ceci est impossible sinon 'on
pourrait construire une fonction strictement plurisousharmonique invariante.

5. Applications

Nous finissons en donnant deux exemples, en dimensioh8,2de matrices vérifiant les propriétés initiales.
En dimension 2, en considérant une matriées SL(2,7Z) ayant une trace strictement supérieure a 2 (les
valeurs propres sont strictement positives, une est strané supérieure a 1, l'autreristement inférieure) et en
suivant la construction donnée ci-dessus, nous obtenons une surface d’'Inoue—Hirsgbrivéle de ses courbes
rationnellesD. Ce qui précéde nous permet de conchywe la variété complexe, non compasigD est l.c.K mais
non kahlérienne.

En dimension 3, I'extension de corfs= Q(«) ol «® — 4o + 1 = 0 nous donne deux matricéset B ayant
les propriétés requises :

0 0 1 2 -1 0
A=<—1 4 o) et B:(O 2 —1).
0 -1 4 1 -4 2

Les valeurs propres dé valent approximativement064, 3.46, 4.47 et celles deB 0.14, 1.75,4.11.
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