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Résumé

Soit (Z,) un processus de branchement critique dans un environnement aléatoire indépendant et identiquement distribué
(i.i.d.). SoitC, = E“[Z, | Z, > 0] I'espérance conditionnelle d&é, sachantZ,, > 0, pour un environnemena fixé. Nous
montrons I'analogue de la loi de Yaglom : lorsque> oo, la loi conditionnelle deZ,,/C,,, sachantZ,, > 0, converge vers
une loi non-dégénérée sif, oo[. Nous établissons aussi I'analogue de la loi de Kolmogorov, ainsi qu’un théoréme de limite
locale pour le semi-groupe des fonctions génératrices de probatfidsciter cet article: Y. Guivarc'h et al., C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Normalization of a critical branching process in a random environment.Let (Z,) be a critical branching process in an
independent and identically distributed (i.i.d.) random environment. For each fixed enviroament, = E“[Z,, | Z, > Q]
be the conditional expectation &, given Z,, > 0. We prove an analogue of Yaglom’s law:ras> oo, the conditional law of
Z,/Cy, conditional onZ,, > 0, converges to a hon-degenerate lan@ro). We give also an analogue of Kolmogorov's law,
as well as a local limit theorem for the semi-group of probability generating funcflorgte thisarticle: Y. Guivarc’h et al.,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

A branching proces$Z,) in a random environment can be described as follows [2,11].(Eetp) be a
probability space, an@@"N", pN*) = (£, ) the corresponding product space. For a sequence?, we denote
w = (w1, w2, ...), Wherew; are thekth coordinate functions ol2. Associated with each € @, there is a
probability generating function:

* Auteur correspondant.
Adresses e-mailguivarch@math.univ-rennesl.fr (Y. Guivarc’h), Emile.Le-Page@univ-ubs.fr (E. Le Page), Quansheng.Liu@univ-ubs.fr
(Q. Liu).

1En partie soutenu par la « National Natural Science Foundation » de la République Populaire de Chine (bourse 10271020).

1631-073X/$ — see front mattef] 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réserveés.
doi:10.1016/j.crma.2003.08.011



604 Y. Guivarc’h et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003) 603—-608

fO,9=) pi@®)s (0<s<D,
i=0

wherep; (0) are measurable functions satisfyipg6) > 0 anle?’io pi(0) = 1. Given the environment sequence
w, the procesgZ,) is an inhomogeneous Galton—Watson process, whose offspring distributigns-ri)th
generation have probability generating functiofags) := f(wy, s) (n > 1). (Therefore(f,) is a sequence of
i.i.d. random variables with values in the semi-gra@pf probability generating functions.) Given € £2, we
denote(A, P?) the probability space of the corresponding inhomogeneous branching process, &arftdtibgy
corresponding expectation symbol. Then, we can form the total probability gace A, P) of the process,
whereP = [ §,, x P® dr(w). The expectation with respect or 7 will be denoted by the same symh®) there
will be no confusion according to context. By definition, for giventhe process can be expressed as follows:

Zp-1
Zo=1 and Z,= ZX,”» forn>1, 1)
i=1
where (undeP®) {X,;: i > 1} are integer-valued random variables independent of each other and independent of
Z,, and have the same probability generating functfipnconsequently,

E®[s*] = fio-- 0 fu(s), s€[0,1]. (2)

We consider the critical case whekdog f{(1) = 0. In the constant environment case (k.= w2 =--- =
const) with f;"(1) < oo, Kolmogorov’s law [3] says that ligjn P(Z, > 0) = 2f{'(1), while Yaglom’s law says
that the conditional law of 2, /(nf{’ (1)), givenZ,, > 0, converges to the exponential law with parameter 1: for all
z>0,lim, P(iig >z | Z, > 0) = exp(—z). The following is the corresponding result in the random environment
case. Notice that in the following theorem the constant environment case is excluded because of the first two
conditions onf; (1).

Theorem 0.1 (Kolmogorov’s law and Yaglom’s law)Let (Z,) be a branching process in an i.i.d. random
environment withe log f{(1) = 0, =(f](1) =1) < 1, E[log fl/(l)]2 < oo and E(fl”(l)/fi(l)z)g < oo for some
¢ > 0. Then for some constafit< ¢ < oo,

lim nY?P(Z, > 0)=c. (3
n—o0

SettingC,, = E“(Z, | Z, > 0), the conditional law ofZ,,/ C,,, givenZ, > 0, converges to a probability law # 8o
on [0, co) with meanl and finite variance. Moreover, the limit law is the exponential layy, iire linear- fractional
generating functions of the form
fa)=1——" 4+ % 0<w, 0<By<1 an+Bu<l n>0. (4)
1- By 1-—Bus

Remark 1.If C, = P, B,(1), wherePp =1 and, forn > 1, P, = f{(D)... f;(D), B,(D) =>4 P 3bi (1) with
br(1) = fk”(l)/ka’(l)z, then the conditional law of,,/C,, given Z,, > 0, still converges to a non-degenerate
probability law on[0, co) with finite mean and finite variance, but the mean is not necessarily 1.

We observe that the survival probabiliB(Z, > 0) behaves likex~1 in the constant environment case, but
like n=Y2 in the random one. Yaglom’s law was also considered in [2] (pp. 1855-1858), but was not made clear.
Notice that in the constant environment case, the expressiop iofthe above remark is still valid: it then reduces
to the classical norming of Yaglond@:, = nf;’(1)/2. The result (3) was proved by Geiger and Kersting [5] under

the stronger moment conditions thi&flog fl’(l)]2 < oo andE| ]{1((1?2(1 + log* f1(D)] < oo. It was first proved
J1

by Kozlov [9] in the case wherg), are of the form (4), under almost the same conditions as in the above, but




Y. Guivarc’h etal. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003) 603—-608 605

with log™ f](1) replaced byllog f;(1)|. We deduce our result from a local limit theorem on the semi-group of
probability generating functions.

We mention that more general processes and other kind of Yaglom’s laws are also considered in [8]. For sub-
critical branching processes, we refer to [6,8]. For super-critical branching processes, see [7,8].

1. Introduction et résultats

Un processus de branchement dans un environnement aléatoire,Z)otépeut étre décrit de la maniére
suivante [2,11] : Soient®, p) un espace probabilisé®™", pN') = (£2, =) I'espace produit correspondant. Pour
w € 2, hous hotons = (w1, wy, ...), OUw; est lakieme coordonnée. A chagdes ® est associée une fonction
génératrice de probabilité :

o0
f@.5)=> pi@®)s" (O0<s<D),

i=0
ou p; (0) sont des fonctions mesurables vérifigntd) > 0 et Z?io pi(0) = 1. Lorsquew est fixeé, le processus
(Z,) est un processus de Galton—Watson non-homogeéne, dont la loi commune de reproduction des individus de I
génératiom — 1 est donnée par une fonction génératrice de probalfjlitd := f (w,,s) (n > 1). (Donc(f,) est
une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans le semi-gédps fonctions génératrices de probabilités.)
Pourw € £2 fixé, nous notongA, P®) I'espace probabilisé du processus de branchement non-homogétfe, et
I'espérance conditionnelle correspondante. A{ig3ix A, P) est I'espace probabilisé total du proceséns), ou
P = [§, x P®dn(w). Lespérance par rapport/ ou par rapport & sera notét ; il n’y aura pas de confusion
compte tenu du contexte. Par définition, pauixé, le processus peut étre representé de la maniére suivante :

Zp—1
Zo=1 et Z,= Z X,; pourn>1, (1)
i=1
ou (sousP®) {X,;: i > 1} sont des variables aléatoires entiéres, mutuellement indépendantes et indépendantes de
Z,, dont la fonction génératrice de probabilité communefgsPar conséquent,

E®[s*] = fio-- 0 fu(s), s€[0,1]. (2)

Nous considérons le cas critique @llog f;(1) = 0. Dans le cas ou I'environnement est constant ¢,e=
const) avec f;'(1) < oo, la loi de Kolmogorov [3] dit que limnP(Z, > 0) = 2f;'(1); celle de Yaglom dit que

la loi conditionnelle de Z,/(nf;'(1)), sachanZ, > 0, converge vers la loi exponentielle de parametre 1 : pour

toutz > 0, lim,, P(if’; >z | Z, > 0) =exp(—z). Le théoréme suivant est le résultat correspondant dans le cas ou

I'environnement est aléatoire. Nous remarquons que dans I'’énoncé suivant le cas d’'un environnement constant e:
exclu a cause des deux premiéres conditionsfgr).

Théoreme 1.1(Loi de Kolmogorov et loi de Yaglom). Soit (Z,,) un processus de branchement dans un
environnementi.i.d., ave€log f{(1) =0, 7 (f{(1) =1) <1, E[log fl/(l)]2 <00 etE(fl”(l)/fl’(l)z)g < 00 pour
un certaine > 0. Alors il existe une constane< ¢ < oo telle que

lim nY?P(Z, > 0)=c. )
n—0o0

PosantC, = E“(Z, | Z, > 0), la loi conditionnelle dez,/C,, sachantZ, > 0, converge vers une loi de
probabilité v #£ §g sur [0, co[ avec moyenné et variance finie. De plus, la loi limite est la loi exponentielle
de parametrel dans le cagdit géométriqugou f,, est de la forme

oy ans

fn(s):]-_l_ﬂn"‘l_ﬂnsv 0<a,, 0<B, <, ayp+B8, <1, n=0. (4)
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Remarque 1.Si C, = P,B,(1),ouPy=1et, poun > 1, P, = f{(D) ... f(D), B,(D) =D}, Pk__llbk(l) avec
br(1) = fk”(l)/ka’(l)z, alors la loi conditionnelle d&,,/C,,, sachantZ,, > 0, converge aussi vers une loi de
probabilité non-dégénérée 40r oo[, avec moyenne et variance finies, mais la moyenne n’est pas nécessairement 1.

Nous observons que la probabilité de suri¢Z, > 0) se comporte comme 1 ou n~%2 selon que
I'environnement est constant ou aléatoire. La loi de Yaglom a été aussi considérée dans [2] (pp. 1855-1858)
mais la conclusion n’était pas claire. Nous constatons aussi que la normali€atibm la remarque précédente
reste valable dans le cas ou I'environnement est constant, car dans ce cas elle devient I'expression classique ¢
Yaglom :C, =nf{(1)/2.

2. Un théoréme limite pour une marche aléatoire centrée

Soit (w,) la suite i.i.d. définie dans la section precédente. 8o#® — R* une fonction mesurable. Alors
w — a, = a(w,) sont des variables aléatoires positives i.i.d. Nous considérons le dalmgu, = 0, et la marche
aléatoireSo =0, S, = X1+ ---+ X,,, avecX, =loga,, n > 1. SoitM,, = maxQ0, S1,..., S,).Ona:

Lemme 2.1[9]. SiEX1=0et0< EX% < 00, alors pour toutx > 0, il existev(x) > 0 telle qu’on ait, lorsque
n— 0o,

[ (x) = P(M, <x) ~v(x)n~ Y2, (5)

De plus, pour tout. > 0, lorsquen — oo, E e ~ 5()n=Y2, ol (1) = [;° e** dv(x). Posonsv(x) =0
pourx < 0. La fonctionu(x) vérifiev(x) = Ev(x — X1) Six > 0etv(x) ~ cx lorsquex — oo, 000 < ¢ < oo est
une constante.

Soit , , la probabilité conditionnelle par rapportd sachantV,, < x : pour toute fonctiory : oV SRy,
mesurabler, . (g) =7 (g; M, < x)/un(x). Soitw, la probabilité sueN telle gu’on ait, pour tout > 1 et toute
fonction mesurablg : ©N° — R qui ne dépend que déspremiéres coordonnées,

1
T (g) = ——m[gu(x — Sk); Mi < x].

v(x)
L’existence d’une telle probabilité vient du théoréme de Kolmogorov. Une fongtief — R sera aussi identifiée
ala fonction(ws, wo, ...) > g(w1, . . ., wy) définie suroON".

Lemme 2.2. Pour toutk > 1 et toute fonctiorg : ©* — R, mesurable et bornée,

lim m, xg=myg, x>0
n—0o0

Lemme 2.3. On suppose quEX; =0et0 < EX% < 00. Soith, : ®" — R, une suite de fonctions mesurables
et uniformément bornées telles que, pour togt 0, la limite h(w1, w2, ...) =liMmh, (w1, ..., w,) exister, p.s.
Alorslim,,— oo Ty xhy = 7 h.

Théoreme 2.4.Sous les conditions du Lemm&, si de plus

lim suplim supn/2E[h,; M,, > x] =0, (6)

X—> 00 n—oo

alors la fonctionx — v(x)mh est non-décroissante sif, oo[, et

lim nY2Eh, = lim v(x)mch. 7)
X—>00

n—oo
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3. Marche aléatoire centrée sur le groupe affine

Dans cette section nous notans= (a,, b,) une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs &ins R, avec
Eloga; = 0. Considérons les transformations affiggéc) = a,x + b, (x € R), etlamarche aléatoilgio---o0g,)
sur le groupe affine. Posords = 1 et, poum > 1, A, =ai...an, By = ;_3 Ax—1bi. Alors

gro---ogy(x)=Ax+B,, n=>1

Nous sommes interessés par les propriétés asymptotiques de la distributgar de o g,,, qui est bien sir
caractérisée par la loi conjointe d&,,, B,,).

Théoreme 3.1.0On suppos&E X1 =0, 0 < EX% < 00, E(|b1]%) < 0o et E(|b1]7%) < oo pour un certains > 0.
Alors il existe une mesure de RadosurR, telle qu’on ait, pour toup > 0,0 < [(1+ ly)~# dv(y) < oo, et pour
toute fonction continué : R} x R — R, vérifianta(x, y) < C/(1+ y)? pour certaines constantes, 8 > 0 et
tous(x, y) € R*+ x R,

im_ nY2Eh(A,. B,) = / 1(O. y) dv(y); (8)

pour toute fonction continug : R — R vérifianty (y) < C/(1+ |y|)? pour certaines constantes g > 0 et tout
y € R, la fonctionx — v(x)m, ¥ (B) est non-décroissante s{, oo[ et

v(i) = lim v(x)my(B) < oo, 9)

ouB :=lim, B, € R 7, p.s. De plusy est une mesure de Radon 8urp-stationnaire A = uxi = [ f(v) du(f),
ou f(v) désigne la mesure image dear f ; a une constante pres, il n'y a qu’'une seule megthigtationnaire.

Ce théoréme de limite locale compléte un résultat de Le Page et Peigné [10] sur la loi conjdinte Bg),
et améliore leur résultat sur la loi dB,. Notons gu’ici la loix n'admet pas nécessairement de densité. Le
résultat apparait comme une conséquence du Théoréme 2.4 appligué&(A,, B,). En effet, sous les
conditions 0< EX% <00, E|b1|® < o0 et E(X1|b1]|®) < oo pour un certaire > 0, hous pouvons montrer que
7y (AS_11bk|®) = O(k=¥/?)(k — o0); par conséquent, p.s. lim_.oc Ay =0 et B := lim;_. Bx € R, ce qui
donne la convergencg p.s. dei,. La conditionE |b1|~¢ < co nous permet de montrer que p@us 0 assez petit,
limsup,_, ., nY/?E[e®M"/2/(1+ |B,|)?] < oo, et par conséquent la condition (6) du Théoréme 2.4 est satisfaite car
nY2E[h(A,, By); My, > x]1 < CnY2E[(1+4|B,|) P fMn—¥)/2)1 < €1 e P¥/2, 'unicité de la mesure stationnaire
a été obtenue dans [4].

4. Marche aléatoire sur le semi-groupe des fonctions génératrices

Rappelons quéf,) est une suite de v.a. i.i.d. a valeurs dahse semi-groupe pour la composition des fonctions
génératrices de probabilités. S6itle semi-groupe défini pa¥ = G U [0, 1] (une constante € [0, 1] est identifiée
alafonctionc(s) = ¢ pours € [0, 1[ etc(1) = 1), muni de la topologie de convergence simple. Bien sifi, si G
sont indépendantes de Igiset v, alors la convolutiomn x v est la loi def o g. On poseas, = 1/, (1), et on définit
by (s) par:

(1= () T =a L= +buls), 0<s <1, (10)

etb, (1) :=limg41b,(s) = f,{’(l)/Zf,{(l)z. Dans le cas géométriquk, (s) = b, (1) pour touts € [0, 1[. Dans le
cas général, par un calcul simplg, (1) — (1 — fn(O)))/f,{(l)2 < by (s) pour touts € [0, 1[; si f,(1) < oo, par
un résultat d’Agresti [1,91,,(s) < 2b,(1) pour touts € [0, 1[. Par itération,

(1= fro 0 fu($)) "= AL =) +By(s), 0<s<1, (11)
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oUAg=1, etpourn >1, A, =ai...an, By(s) =Y j_1 Ak—1bk(fr10 -+ o fu(s)) < 2B,(1). On voit donc
gu'il y a une relation étroite entre les marches aléatoires sur le groupe affine et sur le semi-groupe des fonction:s
génératrices de probabilités.

Théoreme 4.1.0n suppos& X1 =0, 0< EX% < 00 et E[b1(1)?] < oo pour un certaire > 0. Soitu la loi de fi.
Alors pour toute fonction : G — R, continue bornée vérifiank (f) < C(1— £(0))? pour certaines constantes
C,B>0ettoutf € G,on a:

Jim 2By (fro--o fi) = Im v()mey(q) =: 1Y) < oo,

olg =¢g(w)=1lim fio---0 f,(0), x = v(x)m,¥(q) est non-décroissante s{@, oo[. De plus,\ est une mesure
de Radon suf0, 1[, u-stationnaire: A = 1 = [ (1) du(f), ou f (1) désigne la mesure image depar 1 ; &
une constante pres, il N’y a qu'une seule mesuistationnaire.

Ce théoréme de limite locale est encore une application du Théoréme 2.4. La convergensedeh, =
¥(fro---0o f,) estassurée par le fait que pour tewt [0, 1[, g =Ilim, - fio-- -0 fr(s) < 1wy p.S.;la condition
(6) du Théoréme 2.4 est satisfaite car pour fogtn, 1 — fio---o0 f,(0) <1— fro---0 fi(0) < f{(D ... (D),
etdonch, < Ce FMn,

5. Esquisse de la démonstration du Théoréme 1.1

La loi de Kolmogorov est une conséquence directe du Théoréme 4.1 et du fat(gye- 0) = E(1 — f1 0
-+ 0 f»(0)). Pour la loi de Yaglom, nous remarquons que

Co=E“(Zn|Zn>0)=Py/[1= fro---0 f,(0)] = [As + B.(0)]/An,
et que la transformée de Laplace de la loif}g C,,, sachanZ, > 0, est :

E 1 - cee e_tAn/(AnJl‘Bn (0))
Lyty=1- E=J1e-0 /ul N o<t <. (12)
E[1- fio---0 f4(0)]
Nous avons déja precisé au Théoréme 4.1 un équivalent du dénominateur de la derniére fraction; encore pa
une application du Théoréme 2.4 nous pouvons obtenir un équivalent du numérateur. On en déduit que la limite

L(t) :=lim,_ o L, (¢) existe, et vérifigl — L(¢))/t = 1+ O(¢) (t — 0), ce qui donne le résultat désiré.
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