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Résumé

SoitX = {X(t)}t∈R un processus à temps continu, strictement stationnaire et fortement mélangeant. Dans cette N
prouvons, d’abord sous des conditions fortes sur la densité spectraleφX (à cause du phénomème de repliement des ond
aliasing), la convergence uniforme presque complète de l’estimateur à noyau de la densité spectrale à partir d’un échan
périodique. Ensuite, pour pallier le problème d’aliasing, nous considérons le processus échantillonné{X(tn)}n∈Z, où {tn} est
un processus ponctuel stationnaire indépendant deX. La convergence uniforme presque complète de l’estimateur de la de
spectrale basé sur les observations discrètes{X(tk), tk} est obtenue. Les vitesses de convergence sont également établiePour
citer cet article : M. Rachdi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the almost complete and uniform convergence of spectral density estimation for a continuous-parameter process
from time sampling. LetX = {X(t)}t∈R be a continuous-time strictly stationary and strongly mixing process. In this pape
prove in the setting of spectral density estimation, at first, under some hard conditions on the spectral densityφX (because of
aliasing phenomenon), the uniformly complete convergence of the spectral density estimate from periodic sampling. Af
to overcome aliasing, we consider the sampled process{X(tn)}n∈Z, where{tn} is a stationary point process independent fromX.
The uniform complete convergence of the spectral estimate based on the discrete time observations{X(tk), tk} is also obtained
The convergence rates are also established.To cite this article: M. Rachdi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let X = {X(t)}t∈R be a real, second-order, zero mean strictly stationary stochastic process with con
covariance functionRX ∈ L1 ∩L2(R) and spectral densityφX(λ)= 1/(2π)

∫ +∞
−∞ exp(−itλ)RX(t)dt .
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1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
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Periodic sampling. LetW be any even function, such that:
∫ +∞
−∞ W(λ)dλ= 1 andλ2W(λ) ∈L1(R).

Define the spectral windowWN by: WN(λ) = MNW(MN λ), whereMN is a positive integer satisfying
MN → ∞ andMN/N → 0 asN → ∞.

Let X be sampled at timestn = n/ε, n ∈ Z, whereε > 0 is the sampling rate. Then the discrete-param
processX̃ = {X(n/ε)}n∈Z is strictly stationary with zero mean, and spectral density functionφX̃ given by
φX̃(λ)= ε

∑+∞
k=−∞ φX(ελ+ 2πkε).

Consider the sample{X(n/ε), n= 1, . . . ,N} fromX, and assume that the spectral density is of compact su
within D = [−πε,πε]. The estimation ofφX(λ) is then given by:

φ̂X(λ)= 1

ε

+∞∫
−∞

WN

(
λ

ε
− u

)
ÎN (u)du whereÎN (λ)= 1

2πN

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

X

(
k

ε

)
exp(−ikλ)

∣∣∣∣∣
2

.

Theorem 0.1. Assume thatX is boundedα-mixing process, and there exists0 < s < 1 such that (N −
MN)

(1−γ+2s)/2α((N −MN)
1−s ) is the general term of a convergent series for someγ with 1− s/2< γ < 4s − 1.

If the bandwidth is such thatMN Nγ−1 → 0 as N → ∞ and the covariance verifies: tRX(t) ∈ L1(R) and∑+∞
n=1n|RX(n/ε)|<∞, then

sup
λ∈D

∣∣φ̂X(λ)− φX(λ)
∣∣ → 0, almost completely.

X is said to be geometrically strong mixing (GSM) if∃κ > 0,µ ∈ [0,1[ such thatα(k)� κµk, k � 1.

Theorem 0.2. Under conditions of Theorem0.1, if the mixing condition is replaced byX is GSM, then for
0< δ < 1/10, we have

sup
λ∈D

∣∣φ̂X(λ)− φX(λ)
∣∣ = O

(
ln(N)/N

)δ
, almost completely.

Poisson sampling. Consider the sampled processX̌ = {X(tn)}n∈Z associated to the processX, by sampling the
time-parameter by a random sequence{tn}n∈N independent ofX and such that:t0 = 0 andtn = tn−1 + θn, n ∈ N

∗,
where{θn}n∈N∗ are i.i.d. positive random variables with common exponential distributionF(x)= 1− e−βx .

For some fixed integerN , consider a sample{X(tk), k = 1, . . . ,N} from X̌.
We have thatφX(t) = ∑+∞

n=1 an Gn(λ) in L2(R) where Gn(λ) = 1/(2π)
∫ +∞
−∞ exp(−itλ)gn(|t|) dt with

gn(t) = ∑n
k=1mn,kβ(βt)

k−1 e−βt/(k − 1)! 1R+(t) and mn,k = √
2/β(−2)k−1Ck−1

n−1. Then, we estimateφX(λ)

by the truncated estimate:̂φX(λ) = ∑MN

n=1Wn(N)ân(N)Gn(λ), whereân(N) = ∑n
k=1mn,kρ̂k(N) with ρ̂k(N) =

1/N
∑N−k

j=1 X(tj )X(tj+k) for 1 � k � N and 0 elsewhere. The spectral window is such thatWn(N) =
W(exp(nς)/Nb) with ς > ln(3), 0< b < ς/(2 ln(3)) andW satisfies hypotheses (4).

Theorem 0.3. Assume thatX is bounded, continuous in mean-square with almost sure continuous trajectorie
α-mixing process, withtα(t) ∈ L1(R), andMN = (N/ ln(N))δ/2, where0< δ < u andu > 5/4, then

sup
λ∈R

∣∣φ̂X(λ)− φX(λ)
∣∣ → 0, almost completely, asN → +∞.

Theorem 0.4. Let X be GSM and the bandwidthMN verifies that:MN = (ln(N)/N)−ν for ν > 4/25. If∑+∞
n=MN+1 |an| = O(N−r ), r > 0, then

sup
λ∈R

∣∣φ̂X(λ)− φX(λ)
∣∣ = O

(
ln(N)/N

)2s/(2s+1)
, almost completely, with0< s < inf

(
ν/(2− 2ν),2r

)
.
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1. Introduction

L’analyse de Fourier des données et l’estimation de la densité spectrale pour les processus à temps c
prouvé leur utilité en communication [6] (dans le filtrage linéaire et la théorie de prédiction), en seismolo
(pour déterminer la nature d’un événement sismique), en océanographie [11] (pour l’étude des ondes océ
et dans divers domaines des sciences physiques, médicales,... .

Dans la statistique des processus à temps continu, les données sont souvent collectées en ut
schéma d’échantillonnage. Différents échantillonnages du temps peuvent être employés. Dans cette N
considérons deux types d’échantillonnages : l’échantillonnage périodique et l’échantillonnage aléato
choix est motivé par les raisons suivantes : soitX = {X(t)}t∈R un processus réel, de second ordre, cen
strictement stationnaire de fonction de covarianceRX ∈ L1 ∩ L2(R) continue et de densité spectrale :φX(λ) =
1/(2π)

∫ +∞
−∞ exp(−itλ)RX(t)dt . Dans la théorie classique de l’estimation spectrale, le périodogramme est c

à partir des observations deX sur[0, T ] oùT > 0, par :ÎT (λ)= 1/(2πT )| ∫ T

0 X(t)exp(−iλ t)dt|2, ∀λ ∈ R.

Cet estimateur n’est pas convergeant, mais en le lissant, on construit un estimateur de type noyauφ̂X qui
est asymptotiquement consistant sous certaines conditions. La convergence en moyenne quadratique dφ̂X a été
obtenue dans [12], et avec échantilllonnage du temps dans [9,10,7]. La convergence presque complète (p
échantillonnage du temps a été obtenue dans [3].

Dans les applications pratiques, les observations deX ne sont pas obtenues sous une forme analytique,
l’intégrale

∫ T

0 X(t)exp(−iωt)dt , ne peut être calculée numériquement. Ceci constitue un problème majeu
calculer le périodogramme. A cette fin,X est observé à des instants{tn}n∈Z et les observations sont{X(tn), n= 1,
. . . ,N}, avecN ∈ N. Ces instants d’échantillonnage{tn}n∈Z sont à déterminer. Dans cette note, nous choisis
dans un premier temps, l’échantillonnage périodique. Ce choix introduit le phénomène de repliement de
(aliasing). Dans ce cas, la densité spectraleφX se calcule à partir de la densité spectraleφX̃ correspondante a
processus échantillonné̃X = {X(n/ε)}n∈Z où ε > 0, si le processus stochastiqueX est bande-limité (φX est à
support dans[−πε,πε]) [9]. Nous construisons ensuite l’estimateur deφX , et établissons sa convergence p.co
sa vitesse de convergence. La condition sur le support deφX semble être restrictive. C’est pour cela que dans
deuxième temps, nous adoptons l’échantillonnage aléatoire qui permet de pallier le phénomène d’aliasin
Nous construisons ensuite l’estimateur de la densité spectrale, puis nous établissons sa convergence unif
et donnons sa vitesse de convergence. Notons que la convergence en moyenne quadratique de cet estim
établie dans [7].

Cette Note est organisée comme suit. Dans la Section 2, nous étudions le cas de l’échantillonnage pé
L’échantillonnage aléatoire est présenté dans la Section 3. Dans les deux sections, les propriétés asym
(fortes) des estimateurs sont exposées.

2. Echantillonnage périodique

Echantillonnons le processusX aux instantstn = n/ε, n ∈ Z où ε > 0. Alors le processus échantillonn
X̃ = {X(n/ε)}n∈Z est strictement stationnaire, centré, de covariances :Cn = RX(n/ε) pourn ∈ Z, et de densité
spectrale :φX̃(λ)= ε

∑+∞
k=−∞ φX(ελ+ 2πkε).

SoitW une fonction réelle, paire et satisfaisant

W ∈L1(R),

+∞∫
−∞

W(λ)dλ= 1 et λ2W(λ) ∈L1(R). (1)

On définit la fenêtre spectraleWN par : WN(λ) = MNW(MNλ), où (MN)n∈N est une suite d’entiers positi
satisfaisant (voir [13] pour le choix optimal) :MN → ∞ etMN/N → 0 quandN → ∞.
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Usuellement, la densité spectraleφX̃ est estimée à partir des observations{X(n/ε), n= 1, . . . ,N} par

φ̂X̃(λ)=
+∞∫

−∞
WN(λ− u)ÎN (u)du, (2)

où ÎN (u) est le périodogramme :̂IN(u)= 1/(2πN)|∑N
k=1X(k/ε)exp(−iku)|2 (voir [12]).

Notons que, l’estimateur deφX(λ) n’est pas donné par (2). Nous estimons doncφX(λ)par :

φ̂X(λ)= (1/ε)φ̂X̃(λ/ε),

qui peut s’écrire sous la forme suivante, convenable pour les applications pratiques :

φ̂X(λ)= 1

2πNε

{
N∑
k=1

X2
(
k

ε

)
+ 2

N−1∑
n=1

W

(
n

MN

)
cos

(
nλ

ε

)N−n∑
k=1

X

(
k + n

ε

)
X

(
k

ε

)}
.

Les propriétés statistiques de l’estimateur ci-dessus s’obtiennent à partir des résultats classiques sur l’e
de la densité spectrale pour les processus à temps discret [12].

Dans la suite de cette section, nous supposons queφX est à support compactD = [−πε,πε]. Donc le problème
du phénomène d’aliasing ne se pose plus [14], et nous avons le théorème suivant.

Théorème 2.1. SoitX un processus stochastique réel, centré, de second ordre, strictement stationnaire et
Supposons de plus queX estα-mélangeant, tel qu’il existe0< s < 1 :

(N −MN)
(1−γ+2s)/2α

(
(N −MN)

1−s), (3)

est le terme général d’une série convergente pourγ vérifiant1 − s/2< γ < 4s − 1. Si la fonction de covarianc
vérifie : t RX(t) ∈ L1(R) et

∑+∞
n=1n|RX(n/ε)| < ∞, le noyauW satisfait la condition(1), et le paramètre de

lissage vérifieMNN
γ−1 → 0 quandN → ∞, alors

sup
λ∈D

∣∣φ̂X(λ)− φX(λ)
∣∣ → 0, p.co., quandN → +∞.

Pour les processusα-mélangeants usuels, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 2.2. Le Théorème2.1reste valide, si au lieu de la condition(3), le coefficient de mélangeanceα satisfait
une des conditions suivantes:

α(t)= aνt aveca > 0, 0< ν < 1, et MN =Nη où0< η < 1/3,

α(t)= c/tν pourν > 9/4, c > 1, et MN = lnNη avec0< η < 1.

Nous établissons la vitesse de convergence deφ̂X dans le cas où le coefficient de mélangeance est à décrois
géométrique (GSM) : il existeκ > 0 etµ ∈ [0,1[ tel queα(k)� κµk, k � 1 (voir [1]).

Théorème 2.3. SoitX un processus réel, centré, de second ordre, strictement stationaire et borné. Si au
l’hypothèse(3), le processusX est GSM, alors pour0< δ < 1/10, nous avons

sup
λ∈D

∣∣φ̂X(λ)− φX(λ)
∣∣ = O

(
ln(N)/N

)δ
, p.co.
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3. Echantillonnage poissonien

Considérons le processus échantillonnéX̌ = {X(tn)}n∈Z associé au processusX, en échantillonnant le temp
par la suite aléatoire{tn}n∈N. Dans toute la suite de ce paragraphe, les instants d’échantillonnage sont suppo
indépendants du processusX et gérés par un processus de Poisson sur[0,+∞), tel que

t0 = 0 et tn = tn−1 + θn, n ∈ N
∗,

où {θn}n∈N∗ est une suite de v.a. positives, i.i.d., et de loiF(x) = 1 − e−βx , où β > 0 est la vitesse moyenn
d’échantillonnage.

La suite des covariancesCn du processus échantillonné̌X est donnée par :Cn = E{X(tk+n)X(tk)} =∫ +∞
0 fn(t)RX(t)dt (cf. [9]). Notons que la densité de probabilité de(tk+n − tk) ne dépend pas dek et est donnée

par :

fn(t)= β(βt)n−1/(n− 1)!e−βt1R+(t), ∀n ∈ N
∗.

Par ailleurs, le système{fn(t)}n∈N est complet dansL2(R+) et son orthonormalisation conduit au systè
{gn(t)}n∈N : gn(t)= √

2β L(0)
n−1 exp(−β t)1R+(t), oùL(0)

n est le polynôme de Laguerre.

En plus, nous avonsgn(t)= ∑n
k=1Γn,k fk(t) oùΓn,k = (−2)k−1 √

2/β Ck−1
n−1.

En conséquenceRX(t)= ∑+∞
n=1an gn(|t|) ∈L2(R+) avecan = ∫ +∞

0 RX(t) gn(t)dt = ∑n
k=1Γn,k ρk.

Enfin,φX se représente dansL2(R) de la façon suivante :

φX(t)=
+∞∑
n=1

anGn(λ) ∈ L2(R) oùGn(λ)= 1

2π

+∞∫
−∞

exp(−itλ)gn
(|t|)dt .

SoitN un entier, considérons l’échantillon{X(tk), k = 1, . . . ,N} deX̌. On estimeφX(λ) par l’estimateur tronqué

φ̂X(λ)=
MN∑
n=1

Wn(N)ân(N)Gn(λ),

oùWn(N)=W(exp(nς)/Nb) avecς > ln(3) et 0< b < ς/(2 ln(3)).

Remarque 1. Le choix de la forme deWn est motivé par des applications pratiques [10]. Un autre choix (
quelques conditions supplémentaires surW ) n’aura pas d’incidence sur nos résultats.

Le choix de la fonctionW permettra d’établir ci-dessous la convergence de l’estimateur ; elle est donc su
vérifier∣∣W(u)

∣∣ �W(0)= 1,
∣∣uW(u)

∣∣ � κ1, ∀u� 1 and 1−W(u)� κ2|u|, ∀u ∈ R, (4)

oùκ1 et κ2 sont des constantes positives.
Les coefficients sont estimés par :ân(N) = ∑n

k=1mn,kρ̂k(N), oùmn,k = (−2)k−1√
2/β Ck−1

n−1 et oùρ̂k(N) =
1/N

∑N−k
j=1 X(tj )X(tj+k) si 1� k �N et 0 sinon.

En utilisant le résultat de [5], nous obtenons alors :

Théorème 3.1. Soit X un processus réel, borné, continu en moyenne quadratique et de trajectoires p
sûrement continues. De plusX est α-mélangeant, avecα tel que tα(t) ∈ L1(R), et MN = (N/ ln(N))δ/2, où
0< δ < u etu > 5/4. Si les hypothèses(4) sont satisfaites, alors:

sup
λ∈R

∣∣φ̂X(λ)− φX(λ)
∣∣ → 0, p.co., quandN → +∞.
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Corollaire 3.2. Le résultat du Théorème3.1 reste valide, si l’on remplace l’hypothèsetα(t) ∈ L1(R), par l’une
des conditions usuelles suivantes:

α(t)= cµt , avecc > 0, 0<µ< 1, et MN =Nη où0< η < 1/2,
α(t)= ct−ν, pour t � 1, c > 1, et MN = lnNη avec0< η < 1.

Théorème 3.3. SoitX un processus réel de second ordre, strictement stationnaire, borné, continu en m
quadratique, de trajectoires presque sûrement continues et GSM. Supposons que le paramètre de lissage:
MN = (ln(N)/N)−ν pour ν > 4/25. Si les hypothèses(4) sont satisfaites, et

∑+∞
n=MN+1 |an| = O(N−r ), r > 0,

alors

sup
λ∈R

∣∣φ̂X(λ)− φX(λ)
∣∣ = O

(
ln(N)/N

)2s/(2s+1)
, p.co.,

avec0< s < inf(ν/(2− 2ν),2r).

Remarque 2. (i) La condition de bornage du processus dans les Théorèmes 2.1, 2.3, 3.1 et 3.3 n’est
hypothèse fondamentale. Elle peut être remplacée par :∃c > 0, tel queE|Xt |k � ck−2 k! E(X2

t ) < +∞ où
t = 1, . . . , n et k = 3,4, . . . (voir [1]).

(ii) Les processus satisfaisant l’hypothèse
∑+∞

n=MN+1 |an| = O(N−r ), r > 0, appartiennent à la classe d
processus dont la fonction de covariance vérifie (voir Lemme 2.1 dans [8]) : il existe un entierr > 2, tel que
∀t � 0, RX(t) ∈ ACr (R+) et tr/2R(k)

X (t) ∈ L2(R+) pour k = 0,1, . . . , r, où ACr (R+) désigne l’ensemble de

fonctionsr-fois dérivables et de dérivées successives bornées, etR
(k)
X est la dérivée d’ordrek de la fonction de

covarianceRX . Le processus de Gauss–Markov en est un exemple.
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