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Résumé

Nous étudions une version tronquée de I'estimateur de la densité par méthode d’ondelettes qui consiste a introduire un niveal
d’analyse multirésolution adaptatif. Nous décrivons d’abord le comportement asymptotiqug,ddlous montrons alors que
I'estimateur basé suj, atteint une vitesse suroptimale au sens de I'erreur quadratique intégrée sur un sous-ensemble dense de
L>(R). De plus, cet estimateur atteint une vitesse quasi-optimale si la densité incoappartient a I'espace de Sobolmf,
ol p > 1, et a un support compad&our citer cet article: J.-B. Aubin, A. Massiani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotic behavior of an adaptative wavelet density estimator. We present a data-driven version of the wavelet density
estimator, where the traditional multiresolution analysis lgyak replaced by an adaptative multiresolution analysis Igyel
First, we describe the limiting behavior ¢f. Next, we show that the estimator based jprreaches a superoptimal rate for
the mean square error on a dense subséb@R). We finally state that this estimator reaches quasioptimal rate of convergence
when the unknown density belongs to a Sobolev claswé’, wherep > 1, and has compact suppof cite this article:

J.-B. Aubin, A. Massiani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
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1. Introduction

Au cours de la derniére décennie, les statisticiens ont introduit la théorie des ondelettes en estimation non
paramétrique. Citons par exemple I'ouvrage de Hardle et al. [6] ainsi que leur bibliographie. En transposant le
travail général de Bosq [1] sur I'estimation de la densité par projection, nous étudions ici une version tronquée de
I'estimateur de la densité par méthode d’ondelettes.

Soit X1, X2, ... une suite de variables aléatoires indépendantes et équidistribuées, de densité intonnue
appartenant d2(R), que I'on cherche a estimer. Soient égalemgntne fonction d’échelle, ef I'ondelette

Adresses e-mailjbaubin@ccr.jussieu.fr (J.-B. Aubin), amassia@ccr.jussieu.fr (A. Massiani).

1631-073X/$ — see front mattef] 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réserveés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00310-8



294 J.-B. Aubin, A. Massiani/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003) 293-296

meére associée, toutes deux supposées bornées et a support compact. Notgng,ep@ur

+00 +00
Qi =211%p(27 . —k), Y =21y (2 k), a,-k=/<p,-k<u>f<u>du, Bk = / Yk () f () du.

On peut alors estimef par la quantit€) ", _, & ok®jok + Zj-”:jo Y kez BjkVjk, avecajpx = %Z?:lgajok(x,»),

et 3jk = %Z;’zlxpjk(Xi), et ol j, > jo. Un probléme important réside dans le choix du niveau d’analyse
multirésolution j,. Parmi les différentes maniéres de procéder, nous introduisons ici un niveau d'analyse
multirésolutionj,, adaptatif défini par :

Jn= max{jo <j<jnl IkeZ, |Bjk| > cjy,,}, avec la convention mg#} = jo, Q)

les quantitég,, c; ety, restant a choisir. Ceci conduit ainsi a considérer I’estimaf%udef défini par :

Jn
fi, = Z&jok%'ok + Z Zﬁ jkWjk- 2)

keZ j=jokeZ

Remarquons que s, =0, f] est simplement I'estimateur dit « linéaire » par méthode d’ondelettes introduit

par Doukhan et Leon [4]. Nous faisons ici le choix classique dans la Iittérmufe("’%)l/z. Nous ajustons alors
ce choix pour des raisons techniques liées a I'inégalité de Hoeffding dans nos preuves en fixamoportionnel
allvikleo, pOUrj, > jo etk € Z, ie.cj = 82//2 0u§ > 0. Nous faisons dans la suite I’hypothése naturelle :
Jjn — 00, lorsquen — oco. Nous imposons cependant la condition peu restrictive suivante< 2, pour tout
n>=1.

Signalons par ailleurs quﬁn peut se réécrire de la fagcon suivante :

£, 0=

jn . .
2 Z K(ZJ"XI-, ZJ”x), OUK(x,y)= Z(p(x —k)p(y — k), pourx,y € Z. 3)
n i=1 keZ

Notons que certains auteurs, notamment Donoho et Johnstone [3], Hall et al. [5], ont déja étudié des méthode:
de seuillage un peu différentes, qui consistent a supprimer certains coefficients ou blocs de coefficients jugés «tro
petits », tandis que notre démarche repose sur l'introduction & adlaptatif et sur I'étude de son comportement
asymptotique.

Nous abordons ici I'inévitable question de la convergence de I’estima@guNous commengons donc par
décrire dans la Section 2 le comportement asymptotiqug, ddont dépend fortement celui dﬁ-; Ceci nous
ameéne a distinguer le cas gle Fp de celui ouf € F1, les sous-espacéy et F1 étant définis par :

J
Fo= | Fo(/) ouFo())= {f=204jok<ﬂjok+ > Zﬂjkwjk\ 3k € Z, Bk #0}, pourJ > jo,

JZjo keZ j=JjokeZ

:ﬁsz(R)\{f?"o U &"o(J)}, ou%:{fzz(x,-okw,-o}.

J = jo keZ

Nous établissons alors dans la Section 3 que I'estima‘iﬁwrtteint une vitesse suroptimale, au sens de I'erreur
quadratique intégrée sur le sous-esp@gequi est dense danis;(R). De plus, I’estimateuffn est quasi-optimal
si la densitéf appartient a I'espace de Sobolm{, ol p > 1, et a un support compact (cf. Section 4). Rappelons
gue la vitesse optimale est donnée par Bretagnolle et Huber [2], qui se sont intéressés a la théorie minimax dans le
espaces de Sobolev. Nous obtenons aussi dans un cas particulier une loi du logarithme itéré ponctq@nll,e pour
comparable a celle déja établie pour I'estimateur linéaire par méthode d’ondelettes (cf. Massiani [7]).

Par souci de concision, la preuve de ces résultats n’est pas présentée ici.
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2. Comportement asymptotiquede j,

Nous supposons dans tout ce qui suit ggg x2f(x)dx < oo.

Proposition 2.1. Choisissons tel ques > 2v/2[|1 ¥ [loo, OU [|¥ [loo = SUR.cg [ (X)].

(1) Sif e JFo(J), alors, presque sGremerjt, — J lorsquen — oco.
(2) Sif e i, alors, presque sGremeng, — oo lorsquen — oco.

Nous allons maintenant étudier plus précisément le comportement asymptotigueddas le cas particulier
ou les coefficients théoriqug, vérifient les conditions suivantes, pour s 0 :
Vji,keZ, |Bjxl<a27/5, ola>0 (4)
VjeZ, dkeZtelque |Bj|l>=y27/%, ouy>0. (5)

Proposition 2.2. Soienta, b > 0 tels que ;5 + 2V2|¥ |0 < sy i V2|¥|l«. Choisissons tel que

ST +2V2|¥ oo <8 < = —V2||¥ || oo, €t ), tel que2in > b(@)l/(zs“). Sila condition(4) est vérifiée,
alors, presque slrement,siest assez grand

R n \Y@+D
o < b( ) , (6)
logn
et si la condition(5) est vérifiée, alors, presque sremeny; sist assez grand
. n \Y@+D
o > ( ) _ (7)
logn

Remarque 1. Supposons que appartient a I'espace de Sobolﬁ@’, ou N > 0. Si f appartient a I'espace de

Sobolev V\g ol 1< p < N + 1, alors la condition (4) est vérifée (pokie= p). Si de plusf € W§+1, alors la
condition (5) n’est pas vérifée (cf. Hardle et al. [6], p. 120, formule 3.37).

Remarque 2. Notons que sif € W5, le choix 27 ~ nt/@r+D minimise le majorant de I'erreur quadratique
intégrée de I'estimateur linéaire (cf. Hardle et al. [6], Théoréme 10.1, p. 13gii)eSN§ et vérifie les conditions
(4) et (5),j, est donc une approximation, a un facteur logarithmique prés, dé& ee;2/ 27+ « optimal ».

3. Suroptimalitésur Fg

Une conséquence importante de la premiére partie de la Proposition 2.1 est que I'estiﬁ;atﬁtﬁint des
vitesses suroptimales sty au sens de I'erreur quadratique intégrée. De plus, cette propriété permet également
d’obtenir une vitesse %)1/2 pour la convergence uniforme presque sdre.

Proposition 3.1. Si8 > +/10||¥ ||« et si f € Fo(J), alors

o0

nEf||ffn—f||g—>21/K(ZJM,ZJu)f(u)du—/fz(u)du, quandn — co.

—0oQ —0oQ
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Proposition 3.2. Si f € Fo(J), alors, pour une certaine constantg > 0, on a, presque slrement
n 172
limsup| ——— ;- < Ch.
M SUN Toglogn I1f5, = flloo <

4. Convergencedans F1

Proposition 4.1. Supposons que la fonction d’échell@ppartient a I'espace de Sobol@@’, OuN > 0. Soitﬁlg
I'ensemble des densitésappartenant a I'espace de Sobolmg, oul< p < N+1, ayantun supportinclus dans

lintervalle [-L, L], ouL € R et telles que| f||2 < L’ ou L’ € R. Alors, en choisisssaist> /10| |, il existe
une constant€, > 0 telle que:

5

sup 15, — FIP< C2 (8)

few?
Les encadrements (6) et (7) de la quantifé Germettent maintenant d’étudier la vitesse de convergence
ponctuelle presque sire gie dans le cas particulier ou les coefficiefitg verifient les conditions (4) et (5).
Avant d’eénoncer notre résultat, Notofis = > ;.7 & jok @ jok + Zj-":jo D kez BikVjk-
Proposition 4.2. Supposons qug soit une fonction continue & gauche, a support compact, et a variations bornées.

Supposons également qyiesoit continue en un point tel que la quantitéf (x) soit strictement positive. Sf
vérifie les conditiong4) et (5), alors, en choisissarét comme dans la Propositid2, I'estimateur f;, vérifie:

1/2 F — .
lim sup( ! ) ];]C’] &) Jjj” &) <1 ps. (9)
n—oo \ 2 X 2/n loglogn (f(x) f_oo K2(2inx, u)du)l/2

De plus, I'inégalité précédente est une égalité sist un point dyadiqué.e., de la formex = p/29, ol p, g € 7).

Notons qu'il est facile de vérifier que le terme de normalisatfcj’@o K?2(2)nx, u)du intervenant dans la
Proposition 4.2 vérifie presque slirement, poassez grand :

o0
B < / K2(2f"x, u) du < C, ouB etC sontdeux constantes strictement positives

—00
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