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Résumé
On montre que pour la famillg; = {u € PSH(B); u < 0; maxg(g s u = —1}, 0Us < exp(—1/2), les fonctions exp-u),

pouru € G, sont uniformément intégrables dans la bdBi®, p) pourp < p(s) :=(1—s exp(%))/(exp(%) — ). De plusp(s)
est optimal Pour citer cet article: S. Benelkourchi, B. Jennane, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Semi-global uniform integrability for a class of pluri-subharmonic functions. We prove that for the familyg; = {u €
PSH(B); u < 0; maxg(g,s) u > —1}, wheres < exp(—1/2), the functions ex@-u), for u € G5, are uniformly integrable on the
ball B(0, p) for p < p(s) := (1 — sexp(%))/(exp(%) — ). Furthermorep (s) is optimal.To cite thisarticle: S. Benelkourchi,
B. Jennane, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
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1. Introduction

Soitu une fonction plurisousharmonique dans un ouy2kt C". Alors le nombre de Lelong de en un point

a € 2 peut étre défini (voir [5]) pap,(a) = lim,_ g+ % ol p, = %Au est la mesure de Riesz deet

Ton_2 = 1"~ 1/(n — 1)! est le volume de la boule unité @#1.
Par des résultats de Kiselman (voir [3]), ce nombre peut étre exprimeg, par= lim,_ o+ %&j”@ Si

U C PSH(£2) est une famille non vide de fonctions plurisousharmoniques ¢aredors on définit le nombre de

Lelong de la class& ena (voir [8] et [9]) ¥y4(a) :=lim,_, g+ SUP, 4 % et sil{ est compacte daridSH (£2)

muni de la topologie induite pelrﬁ)c(.Q) ona
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Dy(a) := supvy,(a). (1)
ueld
Un résultat de Skoda (voir [7]) montre queusést plurisousharmonique au voisinagendet v, (a) < 2, alors €
est intégrable au voisinage de
Dans [1] (cf. (4.4.5)), Hormander montre qu'’il existe une constante telle q“efu\<% e “@dr(z) < ¢ pour

toute fonction plurisousharmonique négativdans la boule unit® deC" et vérifiantu (0) = —1.

Dans [9], on trouve un résultat similaire, mais pour une classe de fonctions plurisousharmoniques plus générale
Pour 0< s < 1, on noteGy = {u € PSH(B); maxgp,s)u > —1; maxgu < 0}. Alors si 'on as < exp(—1/2),
il existe 0< p < 1 et une constante > 0 tels que Zl<p e @ dxr(z) < ¢ Yu € G;. On se propose de donner
la valeur optimale de en fonction des, le cass = 0 donnant le $ultat (4.4.5) de [1]. On montre le théoreme
suivant :

1-sexp(1/2)

X1/ s ils existent des constantes C et

Théoréme 1.1. Soit s unréel ; s < exp(—3). Alors pour tout réel p <
M > Otelesque:

/ exp(—u(z)) dr(z) < Mexp(C / u| dk) i Vuedgs. (2)

{lzl<p} lzI<p(s)

Remarque 1. (1) La conditions < exp(—%) est nécessaire ; La preuve en est que la fonatiah = @ log|z1|

est dans la class@, mais exfg—u) n’est intégrable sur aucun voisinage de 0 dés que la condition n'est pas

vérifiée.
(2) Le nombrel&%/%l@ est optimal. En effet, sp > 71&;(61)%)1@

a € C, |a| = p. Pour la fonctiorv € G;, exp(—v) n'est pas intégrable sur la bol0, p).

on considére(z) = 2Iog|'figzal" avec

2. Résultatspréliminaires

SoitB la boule unité d&C". Poura € B, on désigne paP, la projection orthogonale sur la droite compléué
passant pat et 0, et parQ, = I — P, la projection sur I'hyperplan orthogonala]. L'automorphisme involutif
deB qui transformez en O (voir [6]) est l'applicationy,, ¢4(z) = “224Le2 ous, = (1 |a|?) ¥ et (-, ) estle
produit hermitien usuel dé”.

Proposition 2.1. S0it0 < ¢ <1 — |a|. Alors

. . . .. 2 P
(i) L'image de la boule B(a, ¢) par ¢, est I’ élipsoide de centre ¢ = —M_;wa et de rayons r1 et ro donnés
2.4 2.2 “
2 _ E°S, 2 _ E7S, .
parry = GA—e2a?)2 etry = sA—e2ja]2

(i) @q(B(a,e¢)) contientlaboule B(0, ¢') avec e’ = inf(i, m) > 18? :

(iii) ©q(B(0, &)) est contenu dans B(0, R) avec R = fjgll“a“ .

Proposition 2.2. Soit £2 un domaine de C" et K un compact régulier de C". Alors

(1) I'application u — maxg u est continue sur PSH(£2) ;
(2) I'application (x, u) > maxg, ., u est continuesur £2, x PSH(£2)

ou 2, ={z € £2, dist(z, 0£2) > ¢} et PSH(£2) est le cdne des fonctions p.s.h. muni de la topologie induite par

1
LlOC'
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Démonstration. Soit(u ;) une suite de fonctions p.s.h. da(ﬁ::x:onvergeantdantE;Ioc vers une fonctiom et soitA
un réel tel que maxu; < AVjeN.
Alors on a
maxlimsupu; < A. 3)
j—o00
Poson =limsup;_, u;j, N={v<u}etE=K\N et considérong € £2 un ouvert contenark’.

K N N étant pluripolaire dan€s, on aug ¢ = u}; ; et par la définition de la fonction extrémale on a
u—M * N _ YA u—M H —
Tesupa < uE ¢ OUM = sup; u. D’ou Mesupu S UK.G- Puisqueug ¢ = —1 surk, _alors?t g.su.pEu_surK
et maxx u < maxg u. D’aprésu = v sur E on a max u < maxg v < A. D’'ou la semi continuité inférieure de
u — maxg, ., u. Pourla semi continuité supérieure voir [2].

Pour la preuve de (2), sofk,, u,) une suite de2, x PSH(£2) convergente verér, u) € 2. x PSH(£2) pour
t > 0, il existe unng > 1 tel que|x, — x| < ¢ lorsquen > ng, d’ol B(x,& —t) C B(x,, &) C B(x,e +t) pour
n = ngetlonamag c—n < MaXg(x,,e) n < MAXB(x,s+1) Un YN > ng €1

lim max u, <liminf max u, <limsup max u, < lim max u,. 4)
n—o0 B(x,e—t) n—>o0 B(xy,&) n—oo B(xp,e) n—0o0 B(x,e+t)

On fait tendre — O pour obtenir le résultat.

3. Preuvedu Théoréme (1.1)

Proposition 3.1. Soient0 < p < leta <1— p. Alorsil existe une constante C = C(s, p, a) > Otelleque:

maxu < Clog + maxu Vued; (5)
B(x,t) t B(x,t)

pour tous 0 < ¢’ < < «, €t pour tout x € B(0, p). En plus on a |’ encadrement suivant :

1
sup g, (x) < C(s. p.@) <

— ‘ )
xeB(0,p) log =2 inf{1, log f:g”p/log %}

(6)

Démonstration. Soient 0< ' <1 <« etx € B(0, p). La convexité de I'application — maxg, ) u par rapport
a logr implique

maXg, U — MG U MAG(, 1)U — MG, 4 U —MaXg, 4
< < s uec gs-
logr — log¢’ log(1—p) — logax log(1— p) — logax
D’ou
ma u—ma nu —ma u 1
B(x.1) X?(x,t) < sup Bt _ inf max u.
logz — log? (u,x)€GsxB(0, ) log((1— ,O)/O[) Iog((l £)/ ) (u,x)eG,xB(0,p) B(x,e)

D’autre part, puisque l'applicatiofu, z) — maXg,, o) 4 est continue suPSH(B) x B(0, p) et queg, est un
compact dePSH(B), il existezg € B(0, p) etug € G, tels que

yi= inf_ maxu=_max ug > —oo.
(1,2)€GsxB(0,p) B(z,) B(zo,)

PrenongC = —y/logl_—p. De la définition des on déduit que-ug/y < —1 surB(zo, «) si bien que

—1< maxug < |y| maxugy,a),Bs
B(0,s) B(0,s)
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oU uB(zo,«),B €St la fonction extremale relative de la bo#é&o, o) relativement @88 donnée panp, o) 5(z) =
supgv(z); v e PSHB); v < 0; v/(zp,0) < —1}. Soit ¢ 'automorphisme involutif de la boul® qui envoiezg
en 0. D'aprés la Proposition 4.5.14 de [4] on a

maxu = max u
B(O.s) B(z0,a),B LN ¥ (Bzo.2)). B

et d’'aprés la Proposition 2.1 on a:

+p
B B(0.o/) et v (B B(0.s') avecy = —> ets' = -
¥ (B(z0.@)) D B(0, &) ¥(B(0,5)) CB(0,s") av vl pres

D’ou
Maxup(zo,a),B < MaX ug0,o/),B = max{—l, —%}
B(0,s) o B(0,s") e loga’
et
ly| 1
log =2 S log =2 inf{1, logs’/loge’}
« @

C(s,p,a) =

Achevons maintenant la démonstration du Théoréme 1.1. Puisqesp(—3) etp < (1—sexp(3))/(exp3) —s)
ona?2 Iogﬁ—“’f’ > 1 et donc poutr assez petit

1 1—p 2log((1+sp)/ (s+p)) 1
—+1< et a<@—p)expl —=
o o 2
ce qui impliqgue que pouwt assez petit on a
1
<
log -2 inf{1, log 1;:; /log £}

(6) donne alors SURB(0.) Vg, (¥) < 2. D’ou, il existe (d'aprés [9]) des constant€set M > 0 tels que

exp(—u(z)) di(z) < Mexp| C / |ut]| dk) i YueGs; Yued;s.

{lzl<p} lzI<p(s)

Remarque 2. Si on considére la class#', des fonctions p.s.h. négatives |0, r) vérifiant max,s) 4 = —1)

PR . . _ 2
alors le Théoréme 1.1 reste vrai mais avecr exp(—n/2) et p < r%.
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