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Résumé

On montre que pour la familleGs = {u ∈ PSH(B);u � 0;maxB(0,s) u � −1}, où s < exp(−1/2), les fonctions exp(−u),

pouru ∈ Gs , sont uniformément intégrables dans la bouleB(0, ρ) pourρ < ρ(s) := (1− s exp(1
2))/(exp(1

2) − s). De plusρ(s)
est optimal.Pour citer cet article : S. Benelkourchi, B. Jennane, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Semi-global uniform integrability for a class of pluri-subharmonic functions. We prove that for the familyGs = {u ∈
PSH(B);u � 0;maxB(0,s) u � −1}, wheres < exp(−1/2), the functions exp(−u), for u ∈ Gs , are uniformly integrable on th

ball B(0, ρ) for ρ < ρ(s) := (1− s exp(1
2))/(exp(1

2)− s). Furthermoreρ(s) is optimal.To cite this article: S. Benelkourchi,
B. Jennane, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soitu une fonction plurisousharmonique dans un ouvertΩ ⊂ Cn. Alors le nombre de Lelong deu en un point
a ∈ Ω peut être défini (voir [5]) parνu(a) = limr→0+ µu(B(a,r))

τ2n−2r
2n−2 , où µu = 1

2π�u est la mesure de Riesz deu et

τ2n−2 = πn−1/(n− 1)! est le volume de la boule unité deCn−1.

Par des résultats de Kiselman (voir [3]), ce nombre peut être exprimé parνu(a) = limr→0+ max|z−a|=r u(z)

logr . Si
U ⊂ PSH(Ω) est une famille non vide de fonctions plurisousharmoniques dansΩ , alors on définit le nombre d
Lelong de la classeU ena (voir [8] et [9]) ϑU (a) := limr→0+ supu∈U

µu(B(a,r))

τ2n−2r
2n−2 et siU est compacte dansPSH(Ω)

muni de la topologie induite parL1
loc(Ω) on a
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énérale.

er
e

t pas
ϑU (a) := sup
u∈U

νu(a). (1)

Un résultat de Skoda (voir [7]) montre que siu est plurisousharmonique au voisinage dea et νu(a) < 2, alors e−u

est intégrable au voisinage dea.
Dans [1] (cf. (4.4.5)), Hörmander montre qu’il existe une constantec > 0 telle que

∫
|z|< 1

2
e−u(z) dλ(z) � c pour

toute fonction plurisousharmonique négativeu dans la boule unitéB deCn et vérifiantu(0)= −1.
Dans [9], on trouve un résultat similaire, mais pour une classe de fonctions plurisousharmoniques plus g

Pour 0� s � 1, on noteGs = {u ∈ PSH(B); maxB(0,s) u � −1; maxB u � 0}. Alors si l’on a s < exp(−1/2),
il existe 0< ρ < 1 et une constantec > 0 tels que

∫
|z|<ρ

e−u(z) dλ(z) � c ∀u ∈ Gs . On se propose de donn
la valeur optimale deρ en fonction des, le cass = 0 donnant le ŕsultat (4.4.5) de [1]. On montre le théorèm
suivant :

Théorème 1.1. Soit s un réel ; s < exp(−1
2). Alors pour tout réel ρ <

1−s exp(1/2)
exp(1/2)−s

, ils existent des constantes C et
M > 0 telles que :∫

{|z|<ρ}
exp

(−u(z)
)
dλ(z)� M exp

(
C

∫
|z|�ρ(s)

|u|dλ

)
; ∀u ∈ Gs . (2)

Remarque 1. (1) La conditions < exp(−1
2) est nécessaire ; La preuve en est que la fonctionu(z) = −1

logs log|z1|
est dans la classeGs mais exp(−u) n’est intégrable sur aucun voisinage de 0 dès que la condition n’es
vérifiée.

(2) Le nombre1−s exp(1/2)
exp(1/2)−s

est optimal. En effet, siρ � 1−s exp(1/2)
exp(1/2)−s

, on considérev(z) = 2 log |z1−a|
|1−āz1| avec

a ∈ C, |a| = ρ. Pour la fonctionv ∈ Gs , exp(−v) n’est pas intégrable sur la bouleB(0, ρ).

2. Résultats préliminaires

SoitB la boule unité deCn. Poura ∈ B, on désigne parPa la projection orthogonale sur la droite complexe[a]
passant para et 0, et parQa = I − Pa la projection sur l’hyperplan orthogonal à[a]. L’automorphisme involutif
deB qui transformea en 0 (voir [6]) est l’applicationϕa, ϕa(z) = a−Paz−saQaz

1−<z,a>
où sa = (1− |a|2)1/2 et 〈·, ·〉 est le

produit hermitien usuel deCn.

Proposition 2.1. Soit 0< ε < 1− |a|. Alors

(i) L’image de la boule B(a, ε) par ϕa est l’ellipsoïde de centre c = − ε2

(s4
a−ε2|a|2)2a et de rayons r1 et r2 donnés

par r2
1 = ε2s4

a

(s4
a−ε2|a|2)2 et r2

2 = ε2s2
a

s4
a−ε2|a|2 ;

(ii) ϕa(B(a, ε)) contient la boule B(0, ε′) avec ε′ = inf( ε
sa
, ε
s2
a+ε|a|) >

ε
1+ε

;

(iii) ϕa(B(0, ε)) est contenu dans B(0,R) avec R = ε+|a|
1+ε|a| .

Proposition 2.2. Soit Ω un domaine de Cn et K un compact régulier de Cn. Alors

(1) l’application u �→ maxK u est continue sur PSH(Ω) ;
(2) l’application (x,u) �→ max�B(x,ε) u est continue sur Ωε × PSH(Ω)

où Ωε = {z ∈ Ω, dist(z, ∂Ω) > ε} et PSH(Ω) est le cône des fonctions p.s.h. muni de la topologie induite par
L1

loc.
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Démonstration. Soit (uj ) une suite de fonctions p.s.h. dansΩ convergeant dansL1
loc vers une fonctionu et soitA

un réel tel que maxK uj � A ∀j ∈ N.

Alors on a

max
K

lim sup
j→∞

uj � A. (3)

Posonsv = lim supj→∞ uj , N = {v < u} etE = K \ N et considéronsG � Ω un ouvert contenantK.

K ∩ N étant pluripolaire dansG, on a uK,G = u∗
E,G et par la définition de la fonction extrémale on

u−M
M−supE u

� u∗
E,G oùM = supG u. D’où u−M

M−supE u
� uK,G. PuisqueuK,G ≡ −1 surK, alorsu � supE u surK

et maxK u � maxE u. D’aprèsu = v sur E on a maxK u � maxE v � A. D’où la semi continuité inférieure d
u → max�B(x,ε) u. Pour la semi continuité supérieure voir [2].

Pour la preuve de (2), soit(xn,un) une suite deΩε × PSH(Ω) convergente vers(x,u) ∈ Ωε × PSH(Ω) pour
t > 0, il existe unn0 � 1 tel que|xn − x| < t lorsquen � n0, d’où B(x, ε − t) ⊂ B(xn, ε) ⊂ B(x, ε + t) pour
n � n0 et l’on a maxB(x,ε−t ) un � maxB(xn,ε) un � maxB(x,ε+t ) un ∀n � n0 et

lim
n→∞ max

B(x,ε−t )
un � lim inf

n→∞ max
B(xn,ε)

un � lim sup
n→∞

max
B(xn,ε)

un � lim
n→∞ max

B(x,ε+t )
un. (4)

On fait tendret → 0 pour obtenir le résultat.

3. Preuve du Théorème (1.1)

Proposition 3.1. Soient 0< ρ < 1 et α < 1− ρ. Alors il existe une constante C = C(s,ρ,α) > 0 telle que :

max
B(x,t)

u � C log
t

t ′
+ max

B(x,t ′)
u ∀u ∈ Gs (5)

pour tous 0< t ′ � t � α, et pour tout x ∈ �B(0, ρ). En plus on a l’encadrement suivant :

sup
x∈B(0,ρ)

ϑGs
(x)� C(s,ρ,α) � 1

log 1−ρ
α

inf{1, log s+ρ
1+sρ

/log α
1+α

} . (6)

Démonstration. Soient 0< t ′ � t � α et x ∈ �B(0, ρ). La convexité de l’applicationr �→ max�B(x,r) u par rapport
à logr implique

max�B(x,t) u− max�B(x,t ′) u

logt − logt ′
�

max�B(x,1−ρ) u− max�B(x,α) u

log(1− ρ)− logα
�

−max�B(x,α) u

log(1− ρ) − logα
, u ∈ Gs .

D’où
max�B(x,t) u− max�B(x,t ′) u

logt − logt ′
� sup

(u,x)∈Gs×�B(0,ρ)

−max�B(x,α) u

log((1− ρ)/α)
= − 1

log((1− ρ)/α)
inf

(u,x)∈Gs×�B(0,ρ)
max�B(x,α)

u.

D’autre part, puisque l’application(u, z) �→ max�B(z,α) u est continue surPSH(B) × �B(0, ρ) et queGs est un

compact dePSH(B), il existez0 ∈ �B(0, ρ) etu0 ∈ Gs tels que

γ := inf
(u,z)∈Gs×�B(0,ρ)

max
�B(z,α)

u = max
�B(z0,α)

u0 > −∞.

PrenonsC = −γ /log 1−ρ
α

. De la définition deγ on déduit que−u0/γ � −1 surB(z0, α) si bien que

−1� max
�B(0,s)

u0 � |γ | max
�B(0,s)

uB(z0,α),B,
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toire de
où uB(z0,α),B est la fonction extrèmale relative de la bouleB(z0, α) relativement àB donnée paruB(z0,α),B(z) =
sup{v(z); v ∈ PSH(B); v � 0; v/B(z0,α) � −1}. Soit ψ l’automorphisme involutif de la bouleB qui envoiez0
en 0. D’aprés la Proposition 4.5.14 de [4] on a

max
B(0,s)

uB(z0,α),B = max
ψ(B(0,s))

uψ(B(z0,α)),B

et d’aprés la Proposition 2.1 on a :

ψ
(
B(z0, α)

) ⊃ B(0, α′) et ψ
(
B(0, s)

) ⊂ B(0, s′) avecα′ = α

1+ α
et s′ = s + ρ

1+ sρ

D’où

max
B(0,s)

uB(z0,α),B � max
B(0,s ′)

uB(0,α′),B = max

{
−1,− logs′

logα′

}

et

C(s,ρ,α) := |γ |
log 1−ρ

α

� 1

log 1−ρ
α

inf{1, logs′/logα′} .

Achevons maintenant la démonstration du Théorème 1.1. Puisques < exp(−1
2) etρ < (1− s exp(1

2))/(exp(1
2)− s)

on a 2 log1+sρ
s+ρ

> 1 et donc pourα assez petit

1

α
+ 1<

(
1− ρ

α

)2 log((1+sρ)/(s+ρ))

et α < (1− ρ)exp

(
−1

2

)

ce qui implique que pourα assez petit on a

1

log 1−ρ
α

inf{1, log 1+sρ
s+ρ

/log 1+α
α

} < 2

(6) donne alors supx∈�B(0,ρ) ϑGs
(x) < 2. D’où, il existe (d’aprés [9]) des constantesC etM > 0 tels que

∫
{|z|<ρ}

exp
(−u(z)

)
dλ(z)� M exp

(
C

∫
|z|�ρ(s)

|u|dλ

)
; ∀u ∈ Gs ; ∀u ∈ Gs .

Remarque 2. Si on considère la classeGη
s,r des fonctions p.s.h. négatives surB(0, r) vérifiant maxB(0,s) u � −η

alors le Théorème 1.1 reste vrai mais avecs < r exp(−η/2) etρ < r
r−s exp(η/2)
r exp(η/2)−s

.
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