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Résumé

Nous considérons le probléme de I'estimation du degré de confiance conditionnel de la région de confiance usuelle, de
niveau de confiance 4 «, de la moyenne d'une loi normale daR$ de matrice de covariance l'identité. Pgur> 5, nous
donnons une condition suffisante explicite de domination de I'estimateur standasdpbr un estimateur le corrigeant, soit
par 1— o + s ou s est une fonction appropriée. Cette condition repose essentiellement sur une inégalité aux dérivées partielles
du typekAs + 52 < 0 olik est une certaine constante positive. Elle permet d’établir de maniere formelle (sans recours a des
simulations) ce résultat de dominatidfour citer cet article: D. Fourdrinier, P. Lepelletier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337
(2003).
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Abstract

Explicit improved confidence statement.We consider the problem of estimating the confidence statement of the usual
confidence set, with confidence coefficient-1x, of the mean of gp-variate normal distribution with identity covariance
matrix. Forp > 5, we give an explicit sufficient condition for domination over the standard estimatax by an estimator
correcting it, that is, by + « + s wheres is a suitable function. That condition mainly relies on a partial differential inequality
of the formk As + s2 < 0 (for a certain constarit> 0). It allows us to formally establish (with no recourse to simulations) this
domination resultTo cite thisarticle: D. Fourdrinier, P. Lepelletier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
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1. Introduction

Dans I'examen des régions de confiance pour un paranéétmeultidimensionnel, la problématique de
I'estimation du degré de confiance conditionnel pour une observation donnée est abordée par Robert e
Casella [7] dans le cadre de I'inférence conditionnelle. Ces auteurs considerent la région de confiance usuelle
C, de niveau 1- o déterminée, pour tout observé régi par la loi normal&’(0, I,), par Co(x) = {6 € R? |
16 — x||° < co}, le niveau étant garanti par la constange lls rappellent l'intérét de donner une évaluation du
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réel degré de confiance lié a I'observatiomlont on dispose (le degré de confiance conditionnel), en opposition

au niveau 1- o qui résulte d'un critére fondé sur toutes les observations possibles. Suivant I'approche devenue
classique aprés sa suggestion par Kiefer [6], ils évaluent le degré de confiance conditionnel au travers de
I'estimation de la fonction indicatrice d&, (x). lls suggérent donc des estimateursompétitifs avegpo =1 — «,

leur comparaison étant faite sous le risque quadratique usuel. Il est commode d’écrire de tels estinsatesita

formey =y, =1— «a + s, les conditions de comparaison se faisant par I'intermédiaire de la fonctiégale a

y — (1 — )). lls montrent une domination dg suryo pour le choix des(x) = a/||x |2 (oUa est positif et majoré

par une certaine constante). Cependant, ils n'apportent de démonstration formelle de ce résultat que dans les del
seuls cas od est nul et oyj|6| est au voisinage de l'infini. La domination gl suryg pour les autres valeurs de

est ensuite illustrée par des simulations. Le but de cette note est de démontrer formellement cette domination pot
toute valeur dé.

Notre démarche consiste a élaborer une borne supérieure de la différence des risqugseéngren termes
d’espérance d’une expression différentielle de la fokme+ s2 ol k est une constante positive et as désigne le
laplacien de, soit As = Zf:1 D;;s. Cette approche est reliée a la méthodologie mise en ceuvre dans le probléme
d’estimation d’'un colt quadratique tel gu'il est abordé par |. Johnstone dans [5] et par D. Fourdrinier et M.T. Wells
dans [4]. Dans le cas op > 6, nous présentons I'exemple d’estimateur alternatif proposé par J. Berger et K. Lu
dans [1] ol la fonctior est donnée par(x) = a/(b + ||x||?), pour des valeurs deetb complétement spécifiées.

2. Des estimateurs compétitifs

Suivant Robert et Casella [7], les divers estimateyrslu degré de confiance conditionnel de la régign
fournissent, pour observé, des estimations(x) de la fonction indicatricelc, (x)(6) = Ljo.¢,1(Ilx — 0)1%). Ces
estimateurs sont comparés au travers du risque quadratique

R(ys,0) = Eo[ (vs(X) = 110,01 (1X — 01%))7],

ou Ey désigne I'espérance par rapport a laA6{¢, I,). Un simple calcul montre que le risque gg(c’est-a-dire
de 1— «) est constant (ef) et est égal &(1 — «). Il est alors facile de voir, au travers de I'inégalité de Schwarz,
que le risque dg; est fini si et seulement giy[s2] < +o0, pour toutd € R?, la différence des risques entpget
yo S'écrivant

R(ys.0) — R(y0.0) = Eg[2(1— & — L0, ) (1 X — 011%))s(X) + 5s2(X)]. 1)
Le but est de déterminer des conditions stglles quey, domineyy, autrement dit telles que I'expression (1) soit
négative. Remarquons que cela impose que la dimensgwit supérieure ou égale a 5 puisque Brown et Hwang
dans [2] ont montré qugy est admissible poys < 4 ; nous supposons donc, tout au long de cette notepgué.

Notre résultat principal est énoncé dans le Théoréme 2.2 ci-dessous. Il repose sur le Lemme 2.1 suivan

d’intégration (voir [3] pour une démonstration) qui donne des conditions simples sur des fonttogstelles
que I'on ait

/ £ Ag(x) d = / Af(x)g(x) dr.
RP

RP

Lemme 2.1. SoientF etG deux fonctions d&* dansR de class&! dont les dérivées secondeé etG” existent,
sauf éventuellement en un nombre fini de points. Supposons que, posikEt@ut,
: 2\ _ : 1 2\ _
t—llq-]ooth(ﬁ_’_t )=0 et t—llr:rf—]ooth (B+19)=0, (2)
ou h vaut pour les fonctiong' et G. Si, pour tou¥) € R? et pour toutl <i < p,
F(Il-II7)Dii G (Il - —011%) e LY(R?) et Dy F(Il - I12)G (Il - —01I%) € L*(RP), 3)
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alors les intégrales de ces deux fonctions sont égales et I'on a

/F(||x||2)AG(||x—t9||2)dx:/AF(||x||2)G(||x—t9||2)dx.

RP R?
Nous donnons maintenant notre résultat de domination deryp. Il est lié & la fonction auxiliair&k” définie,
pour toutr > 0, par
JoO/DPP Nt = Ljeys001 () €77/ dy — 2(87Ve/2 —ae7'/?)
(p—2(2m)P/?
out V ¢, désigne le plus grand des deux nombresc, .

)

K@) =

Théoréme 2.2. Soits une fonction radialds(x) = S(||x||?)) de class&! de (R?)* dansR dont le laplacienAs
est sous-harmonique et telle que, pour 0@ R”, Eq[s?] soit fini. Supposons, de plus, gsiérifie(2) et que la
condition(3) soit satisfaite pout = S et G = K. Alors une condition suffisante pour que I'estimatgudomine
o est ques satisfasse I'inéquation différentielle

kAs + 52 <0, (4)
oU k est la constante strictement positive définie par
_ 21— 0)*(@(2/ca)?? T (p/2) —e/?)
= - .

k

Principe de la démonstration. De (1) et des hypothéses du théoréme, on déduit

R(ys,0) — R(y0,0) = / AK (llx — 011)s(x) dx + Eg[s2(X)] = / K(Ilx = 0112 As(x) dx + Ep[s%(X)] ;
RP RP
par ailleurs on établit que

/K(Hx —01%) As(x) dx < kEg[As(x)].
RP
Doncy domineyyg si, pour tout,

EglkAs + 521 <0.

Exemple 1.Les corrections de la formes(x) = a/(b + | x||%) ola eth sont des constantes positives peuvent
servir de cadre d’exemple. Pour raison de simplicité, nous fikea®, mais les résultats subsistent péus 0.

La condition de finitude du risque dg, soit Es[s2] < +o0, est trivialement satisfaite powr> 5 puisque cette
espérance est le moment d’ordre -2 d’'une lojdudécentrée & degrés de liberté.

On vérifie aussi facilement que, paut£ 0, As(x) = —2a(p — 4)/|x||* et queA(As(x)) =8a(p — 4)(p —
6)/lx||°. Ainsi, dés quep > 6, la sous-harmonicité das est assurée. Un simple calcul montre alors que
I'inéquation différentielle (4) est elle-méme satisfaite pour 8 < 2k(p — 4).

Maintenant, pous(r) = 1/1, la fonctions est de classé et on peut voir que, pour toyt > 0,

: 2\, ’ 2N,
tgrpooS(ﬁth)t—thmS(ﬁth)t—O,

et donc que la condition (2) du Lemme 2.1 est vérifiée.
Enfin la vérification de la condition (3) est plus technique et est mise en annexe dans le Lemme 4 de [3].
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3. Conclusion

Le coeur du Théoréme 2.2 est I'inéquation différentielle (4). Elle rappelle I'inéquatien2? < 0 exhibée par
Johnstone [5] dans I'estimation du co(it quadratifjue- 6|2 et obtenue au travers d’une application réitérée de
I'identité de Stein. Le rble de cette derniére estici tenu par le Lemme 2.1 qui permet de faire apparaitre le laplacien
de la correction.

C’est, a notre connaissance, la premiere fois qu'une démonstration formelle (ne nécessitant donc pas de recou
a des simulations) est donnée de I'amélioration explicite de I'estimateur standaxd la technique induite par
le Lemme 2.1 nous semble riche de perspectives, en particulier, pour étendre ces résultats, donnés dans un cac
gaussien, a une famille plus grande de lois et a d’autres régions de confiance.
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