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Résumé

Nous étudions dans cette Note I'équation de Schrodirfger Au + Vou + Vqu =0 surR3 x (0, T) avec pour condition
initiale ug € {v € HA(R3), [a(1+ [x|%)?|v[?dx < +oo} 0l Vg est un potentiel singulier & distance finie, de type coulombien
et ou V1, potentiel dont dérive un champ électrique, peut étre non borné. Les deux potentiels peuvent dépendre des variable:
d’espace et de temps. Nous démontrons que cette équation d’évolution est bien posée et que la régularité de la condition initial
est conservée par la solution du probleme. Les détails de la démonstration seront donnés ailleurs (Baudouin et al., a paraitre
Pour citer cet article: L. Baudouin et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
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Abstract

Regularity in a Schrédinger equation with a potential singular at finite distance and at infinity. In this Note we
study the Schrodinger equatiofyi + Au + Vou + Vqu = 0 on R3 x (0, T) with initial condition ug € {v € H2(R3),
Jra(@+1x12)?]v|?dx < +oo} where Vp is a coulombian potential, singular at finite distance &fds an electric potential,
possibly unbounded. Both of them may depend on space and time variables. We prove that this problem is well-posed and tha
the regularity of the initial data is conserved for the solution. The detailed proof will be given elsewhere (Baudouin et al., in
press).To citethisarticle: L. Baudouin et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We consider the following Schrodinger equation

{ i0,u(x, 1)+ Au(x,t) + Volx, Hux, 1) + Vilx, Hu(x,t) =0, xeR3, re(0,T), (1)

u(x,0)=ug(x), xeR3,

whereVp andV take their values ifR and have non comparable properties. Actually, the hypotheses@llew;
to be the sum of a coulombian potential and an external electric potential which may be unbounded at infinity.
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Let H2 be the usual Sobolev spaé€ (R3). We define:

Hp= {v e L*(R3), /(1+ x[?)? o2 dx < —}—oo}.
R3
Our main result is the following:

Theorem 0.1. Let p, g and 6 besuchthat p >2,2< ¢ <6and 7 =3(; — 1) and ¢’ and 6’ be the conjugate

exponents of ¢ and 6. We assume that Vg and V; take their valuesin R and satisfy
Voe L®(0, T; L?(R%)),  &VoeL’ (0, T; LY (R%)),
(L4 1x?)'Vie L0, 7; L®(R3)) and (L+[x1?) '3, V1 e LY(0, T; L¥(RY)).

If ug € H? N Ha, then there exists a unique solution u to Eq. (1) with u € L>®(0, T; H> N Hp) and d,u €
L0, T; L2(R3)).

In the case wheivy = 0, K. Yajima [4] proved theH?(R¢) regularity of the solution of (1). Here, in order to
prove the theorem, we first regularize, Vo and V1 by ug, Vi andV; and obtain accurate estimates, independent
of e. The key point is to find arL?(R%)-estimate of the time derivative of the solutioh. We approximate the
equation solved by;u*, using an alternate direction method to separate the effedt$ ahdV; on each time sub-
interval. We finally obtain an estimate which is independent of the splitting parameter andlto$ type of result
has already been obtained in the particular case Wwhea —E(¢)x1 in [2] and in [3] for the study of a bilinear
optimal control problem. The application of our result to the bilinear control will be treated in a forthcoming paper.

1. Formulation des hypothéses et résultats

L’équation de Schrédinger que nous considérons &sns (0, 7') pour unT > 0 fixé est la suivante :
{ i0,u(x, 1) + Aux, 1) + Volx, Du(x, t) + Va(x, Hu(x, 1) =0, pour(x,t) € R® x (0, T),
u(x,0) =uo(x), pourxe RS,
ou les potentiel§/ et V1 vérifient que

1)

Vo et V1 sont a valeurs réelles,

Voe L>®(0, T; LP(R3)),

8 Voe LY (0,T; L7 (R3)), (2)
(14 1x2)'Vie L0, T; L= (R3)) et

(1+1x12) "9, Vi e L1(0, T; L®(R3)),

avecp >2,2<q <6et2=3(3 - %) et olig’ etd’ sont les exposants conjuguésgeto.

En fait, ces conditions sont suffisament générales pour englober les potentiels coulombiens @%@e
aveca € W (0, T; R3) et ceux correspondant & un champ électrique extérieur duBype) = VVi(x, 1), E
étant par exemple créé par un faisceau laser. On Hétéespace de Sobolev usul?(R3) et on définit 'espace
fonctionnel

Hy = {v e L3(R3), /(1+ |x|2)2|v|2dx}.
R3
Les résultats principaux de notre travail permettent la démonstration du théoréme suivant :
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Théoréme 1.1.Sous la condition (2), si ugp € H? N Hp, alors il existe une unique solution x a I'Eq. (1) avec
ue L>®0,T; H>N Hy) et du € L*®(0, T; L2(R3)).

Dans la situation oy = 0, K. Yajima [4] démontre que I'Eq. (1) étudiée dans I'esp@¢ex (0, T) avec
uo € H%(R?) admet une unique solutiane C ([0, T]; H3(R%)) N CL([0, T1; L3(RY)).

Remarque 1.0n peut démontrer que la solutionest faiblement continue en temps, a valeurs dans 'espace
concerné et qu’elle est fortement continue en temps a valeurs dans I'edpatél; = {v € H1(R®), Jrs(1+
|x])[v]?dx}.

Dans la suite de cette Note, nous allons donner une ébauche de la méthode de démonstration du Théoréme 1.

Remarque 2.Sous des hypothéses un peu plus fortes pour le potéatetlavec un potentiély coulombien, nous
avons pu établir & 'aide de ce théoréme de régularité, un résultat de contréle optimal bilinéaire que I'on pourra
trouver dans [1].

2. Schéma de la démonstration

Afin d’étudier I'Eq. (1), nous approchoms, Vo et Vi parug e C* (R3) et par les potentiels & valeurs réelles
V§ etVi e cY([0, T1; €1 n L°(R3)), les normes d&/¢ et Vi dans les espaces de définition deet V; etant
majorées a une constante pres par celleBydet V; respectivement. Une régularisation classique permet d’obtenir
ces approximations (cf. [4], p. 423) mais il faut préalablement appliquer une fonction de troncatumoar
pouvoir utiliser le lemme suivant, qui permet d’amorcer notre raisonnement.

Lemme 2.1.S V est un potentiel & valeursréellestel que V e C1([0, T1; L°(R3)) et s up € H2N H» alorsil
existe une unique solution au probléme

{ i0u(x, 1)+ Au(x, 1)+ V(x,Hu(x,1)=0, pour (x,7) e R3x (0,7T),
u(x,0) =ug(x), pourxeR3

etonau e C([0, T]; H?>N Hy).
Pour démontrer ce résultat, on se référe tout d’abord a [4] pour pouvoir affirmer qu’il existe une unigue solution
u € C([0, T1; H?). On considére ensuite la fonctigre C°(R%), 0< ¢ < 1, telle que :

1 silx| <1,
0 sijx|>2

puis on construit

Or(x) = |x /% (%)

qui a la particularité de vérifier que pour toutlansR3, |VOz(x)|2 < C6g(x) ou C est une constante indépendante
deR > 1. Des estimations d’énergie classiques permettent de démontrer que

C(X)={

ER(t):/(1+9R(x)+9R(x)2)|u(x,z)|2dx+/|vu(x,z)|2dx
R3 R3



708 L. Baudouin et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003) 705-710

vérifie
O ER(t) <CER(t)+C'.

Le lemme de Gronwall et la possibilité de faire ten@&ers I'infini donnent alors une solutianr) € H> pour
t €[0, T]etle Lemme 2.1 est démontré.
On fixe ainsi ure > 0 et on considére la solutian € C([0, T]; H2N H>) de

i0ue + Aug + Viue + Viue =0, dansR3 x (0, T),
ue(x,0) =ug(x), pourx e RS,

3)

Dans un premier temps, puisque les potentigiset V; vérifient (2) et toujours a l'aide des techniques
classiques d’estimation d’énergie, nous démontrons une inégalité concernant une partie de IEnergie

11+ |x|2)ug||i2(R3) + ”Z’f”f”iz(n{s) du systeme (3). Il faut noter que la constante multiplicaéivgqui apparait
ci-dessous ne dépend pasede
2 2 i) |
3 (| (L + 1x1?)ue (e <C<Vt +H— E(1).
t(”( |x] ) e( )”LZ(R3)) ” o( )”LP(Rs) 1+ [x|2 Lo@®Y) e (1)

Remarque 3.Les calculs et intégrations par parties effectués nécessairement pour arriver a cette estimation sont
|égitimés par la grande régularité des données.

On a par suite, pour toutdans[O, 7],

ViGs) |2

14 |x|2

t
| @+ 1 l)ue @) |7 2058 < CludlZ, +C [ (Vo) |7, g, + E.(s) ds.
(R?) (R?)
0

L>®(R3)

Remarque 4.Un raisonnement classique utilisant les inégalités de Hdlder, d’interpolation et de Young permet de
montrer que:, Veérifie
lite | 2 < Cplldrute | osy + Coll (L+ IxIP)ue ] o). (4)
ou C, est une constante independante aeais dependante giequi est telle qué/y et V; appartiennent a la boule
de rayonp dans les espaces ou ils sont définis.

Dans un deuxiéme temps, il s’agit d’obtenir une estimafi8(R3) de d;u,. On considére,u, = wg1 + w§ et
Lo =13+ A+ V§ + V§ ot w? etw? sont respectivement solutions de

{ Lew!=—9,Viue, dansk3x (0,T), )
wk(0) =iAu§+iVEOuf +iVE(Ouf, dansk3,
et
{ Lew?2=—0,Viu,, dansk3x (0,T), ©)
w?(0) =0, dansR3.

En travaillant sur 'Eq. (5), il est aisé de voir que powr [0, T,

2
1 2 2 V1 £)2
ng(t) ”LZ(RS) <C<”VO”L°°(°’T;L"(R3))+ TIXI2 1%9(0 TALoo(Rs))>”M0”H2mH2
t
0, Vi(s
+C/ V1) E.(s)ds.
2 1+ |x| LOO(]R3)

On aura besoin des lemmes suivant pour étudier I'Eq. (6) :
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Lemme 2.2(Inégalité de Strichartz)Soient , b, g €t r telsque

2d 2 /1 1
2<q<2 =" S=d(z--).
1 -2 8 (2 q)
2<b <2, g=d }—}
a 2 b

soient 0’ et g’ les exposants conjuguésde § et g et soit

t

F(x,t):/S(t —5)f(x,s)ds,

0
ol (S(1)) >0 représente e semi-groupe libre de Schrodinger. S f € LY (0, T; LY (R%)), alorsona
IF W a0, by < CUF Nl o 0.7 10’ ey

On pourra se référer a [4] et [6] pour la démonstration. Dans cette Mete.
Lemme 2.3. Soient ¢ et g telsque2< g < 6 et 2 =3(3 — 31) et soient 0’ et ¢’ leurs exposants conjugués. S
V e CO([0, T1; CL(R3)) prend sesvaleursdansR et si f € LY (0, T; LY (R3)), alors

{ ig,v(x,t) + Av(x,t) + V(x,Hv(x,t) = f(x,1), x¢€ RS, re 0, 7),
v(x,00=0, x eR3

admet une unique solution v € L>(0, T'; L2(RR3)) et il existe une constante C > 0 indépendantede V telle que

(7)

||U||L0°(O,T;L2(R3)) < C||f”L9’(0,T;Lq’(R3))' (8)

La démonstration utilise la méthode des directions alternées. Pour un &htiedl fixé on décompose
'opérateurA + V et le second membrg sur des intervalles de longuefiy N. On obtient & partir de (7) deux
types d’équations pour lesquelles sont connues existence, unicité et estimations d’énergie de la solution. On pos
vo(0) =0 et pour 0< n < N entier, on définit les fonctionsH% etv,+1 par les équations :

. _ 3 nT (@n+1)T
|8tvn+% +Avn+% =2f, dansR® x [, 551,

)
U1 (F) = va().  dansk®,
19 Upt1+ Avgp1 + 2VUn+l =0, danS]Rg X [%7 %]7 (10)
U1 (BHPT) = v, 1 (D), dansk®,

Pour les équations de type (9), on utilise I'estimation du Lemme 2.2 sur chaque sous-intervalle et en ce qui concern
les équations de type (10), la conservation de la ndtAi&3) est bien connue. On définit enfi?™ sur[0, 7'] de
la maniére suivante : pourQn < N — 1 on pose

{U(N) =0, 1. SUrR® x [, Gt T,

2n+1)T (m+DT ]

v(N)zvn_H, Sur]R3x[ N N

on obtientv™) e C([0, T1; L2(R?)) ainsi que I'estimation suivante, indépendante\tle

(N)
HU ||L°°(0,T;L2(]R3)) < C||f||L9’(0,T;L4’(R3))-
On fait alors tendrév vers l'infini et on obtient I'estimation (8) pour un certaimui est en fait 'unique solution de
I'Eq. (7), ce que I'on démontre en utilisant la compacitédd’) y>1 dansC ([0, T'1; Hy,o (R3)) et la référence [5].
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Par la suite, notre hypothése suVp ainsi que le Lemme 2.3 permettent d’écrire, p@us % t €[0,T] etune
fonctions € L1(0, T) :

T

1/(2a)
2
|2 | oo 0.0 £2ey < CIO Vo el o 0 ;o )y < Co ( / 8(s)Ee(s)” ds) :
0
Donc pourt € [0, T]

t

1/a
2
[w2() ||L2(R3) < cp</5(s)E€(s)a ds> )
0
Nous avons ainsi finalement démontré qu'il existe des constaht€set C” qui ne dépendent pas deet qui
sont proportionnelles a
2 n—1y, |12

IVollz oo 0,70 m3) T (2 +1x1) Vl||L°°((0,T)><R3)

telles que pour € [0, T'],

t t 1/
Ee(t) < CllublPzpy, +C' / y () Ee(s) ds + C”< / 5(5) Ee (5)" ds)
0 0

avecy, 8 € L0, T), 0y (s) = |1+ [x[2) 710 Va(5) | oo rs) €E8(5) = 18 Vo)1 o -
L'application du lemme de Gronwall a la fonction

t t 1/
Y(0) = Cllug )20y, +C' / y () Ee(s) ds + C”< / 5(5) Ee (5)" ds)
0 0

permet enfin d’obtenivr € [0, T], E.(t) < K(T)||u8||i[2m2. On peut alors faire tendrevers 0 et passer a la

limite au sens des distributions dans I'Eq. (3). Cela donne
2 2
”u(t) ”HZQHZ + ” atu(t) ”LZ(RB) < K(T)”uO”iIZmHz? Vt € [O’ T]7

ol u est la solution de (1) et vérifie donce L>(0,T; H? N Ho) et d;u € L°°(0, T; L2(R%)). Lunicité est
démontrée dans® (0, T; L2(R3)).

Remarque 5.L'application de ce résultat a un probléeme de contrdle optimal bilinéaire sera traitée dans [1]. Des
travaux en cours s'appuient également sur ce théoreme pour un probléme de Schrodinger non linéaire couplé ave
une equation différentielle ordinaire, dans I'esprit de ce qui est présenté dans la référence [2].
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