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Résumé

Nous montrons que tout code binaire de type Il peut étre construit sous forme de code Cortex dont le code de base est le cod
de Hamming étendu de paramétf8s4, 4]. Pour citer cet article: A. Otmani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Characterization of binary type Il codes from the [8, 4, 4] extended Hamming codeWe show that any binary type I
code can be built as a Cortex code where the basis code[8, thel] extended Hamming cod&o citethisarticle: A. Otmani,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).

O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Les codes Cortex introduits dans [2] fournissent un moyen simple de construire des codes auto-duaux binaire:
lorsque le code de base I'est [2,1]. lIs offrent de plus une méthode efficace pour construire des codes extrémau:
lorsque le code de Hamming étenHig de longueur 8 est le code de base. Cette construction permet en effet
d’obtenir des codes auto-duaux binaires extrémaux de type Il pour des longueurs inférieures ou égales a 64, ain:
gu’un nouveau code extrémal de paramégss44, 16] (cf. [1]).

Dans cette note, nous étendons ces résultats en prouvant que tout code de type Il peut étre obtenu sous forme
code Cortex a partir du codés.

2. Construction cortex
2.1. Définitions

Un codeC de longueur: > 1 sur le corps a deux élémerits est un sous-ensemble @§. Les éléments dé
sont alors appelésiot de codele poids de Hammingle x = (x, ..., x,) € F} est le nombre de; non-nul. Un
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code( est ditlinéaire s'il est un sous-espace vectoriel Bg. Dans ce cas, un@atrice géneratricele C est une
matrice dont les lignes forment une base’d@insi, une matrice génératrice d'un code linéaire de dimensioh
et de longueur: est de taillek x n. La matriceG est dite sous formeystématiquai la sous-matrice de taille
k x k obtenue en prenant les premiéres colonne§ st égale a la matrice identifg. Le rendementi’un code
(linéaire) de dimensiok et de longueus est%. Nous renvoyons a [3] pour une présentation classique de la théorie
des codes.

Pour tout entier > 1, I'espacef”;, est muni d’une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée définie pour tout
x ety delF, par:

n
X')’:Z)Ciyi-
i=1

Deux vecteurs ety sont ditsorthogonausi x - y = 0. Leduald’un code est 'ensemble des vectenide F}
tels quez est orthogonal & chaque mot de code. Un code estudit-dualsi et seulement s’il est égal a son dual.
Par conséquent, un code auto-dual est de rende%ndmautre part, le poids de Hamming de tout mot d’'un code
auto-dual est pair.

Un code auto-dual binaire est dit tige Il sitousses mots sont de poids divisible par 4, sinon il est dilyge |
[3]. Ces deux cas représentent les deux seules éventualités d’aprés le théoréme de Gleason—Pierce [4].

Deux codes qui difféerent d’'une permutation des symboles sonéditszalentsll est d’'usage de confondre la
classe des codes équivalents avec un représentant de cette classe.

On noteHg le code de Hamming étendu défini par la matiige:

100 0/0 1 1 1

def{ 0O 1 0 0|1 0 1 1
Gg=(ls| Hy) = 0 01 0/1 101
000 1/1 1 1 0

Pour toutk > 1, on noteOy 'ensemble des matrices orthogonales de tailiek, etO;" I'ensemble des matrices
R € O telles que chaque ligne deest de poids de Hamming congru &riod 4.

Remarque 1.Toutes les lignes d’'une matrice di sont de poids (de Hamming) congru &mod 2.

Enfin, pour tout entiee > 1 et toute matrice?, on noteP!¢! la matrice définie par blocs ayanfois la matrice
P sur sa diagonale et 0 partout ailleurs.

2.2. Description de la construction

Définition 2.1[2,1]. Soit (/| P) une matrice génératrice d’'un code linéditele rendement/R et de dimension
b. Soiente un entier non-nul ef1s, ..., IT; des matrices de permutation de tallle k aveck = eb ets > 1.

Le code Cortex défini a partir du cod®g suivant la suite de matrices de permutation, ..., I7; est le code
linéaire généré par la matrice :

(Ie| Py Pt 1 Pl

Nous nous intéressons plus particulierement & des codes Cortex dont le code delHgsN@ss$ les appelons
des codeslg-Cortex. La proposition suivante donne une propriété importante qu'ils vérifient.

Proposition 2.2[1]. Soientk = 4e avece un entier non nul ef1, ..., I1; une suite de matrices de permutation
avecs > 1.
Le codeHig-Cortex défini suivanily, ..., IT; est un code de type (tesp. type ) si s est pair(resp. impaiy.
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3. Résultats

Proposition 3.1. Soite un entier non nul et posoris= 4e. Pour toute matricek € O}, il existe des matrices de
permutationTy, ..., [T de taillek x k avecs < e(e — 1) telles que

R=TMoH\ M - HY M.

Indications de preuve. Pour tout enties, on notel; (resp.0;) le vecteur de longueurcomposé uniquement de 1
(resp. 0). Enfin, pour tous vecteurs binairest v, on noteuv le vecteur obtenu par concaténation.

La proposition se démontre par récurrence &uPoure = 1 il n'existe qu’'une seule matric® qui est la
matrice identité/4. On suppose ensuite que pour tddite Ojf(e_l) avece > 2, il existe une suite de permutations
I, ..., [Ty telles que :

M=MoH - HY My avecs < (e — 1)(e — 2).

Premiére étapeEn multipliant par des matrices de permutation et la mam}fé, il est possible de transformer
les deux premieres lignes deen les vecteurstylg, 05,05 et10s, 14,05 0UO, 61, 62 €t sont des entiers. Comme
ces lignes sont orthogonales entre elles, il existe donc un entiEiqued = 2q. Il existe ainsi des entiekg etgz
tels queds = 2g1 + 1 et = 2g» + 1 pour lesquelson a:

q +4q1=2y1,
q +q2=2y2,
2g+g1+q2+1)+ 8 =4e,
ol y1 ety, sont des entiers. On en déduit qu'’il existe un entigel ques = 2§, et queg, g1 et g ont la méme
parité. Deux cas peuvent par conséquent se présenter suivant la pafité de
Or dans ces deux cas, il existe des permutatiéfs . ., ITo; avecs < e — 1 telles que :

[e] [e] 0 N T
RH0H4e Hl---H4e I =1 . ouQi Qg = Ix-2,
01

ou chaque ligne d@1 a un poids congru a 1 modulo 4.

Deuxiéme étapeOn poseR™ = RIToH, ' 1y - - - Hi* [Ty, Etant données deux lignes différentesii®), il est
toujours possible de trouver des entiers;, s2 eta tels qu’a permutation pres des colonnes, on ait :
0012,125,+1025,+10, €t 0012502, +1125,+104
avec :
s +s1=2y1,
s+ 52 =2y,
2(s +s1+ 52+ 2) +a=/4e,
ol y1 ety, sont des entiers quelconques. Il existe donc un eatiggl quea = 2’. On en déduit que, s1, s2 et
a’ ont la méme parité, et que deux cas peuvent donc se présenter suivant la parité de

Or dans les deux cas, nous pouvons toujours trouven&trices de permutationy, ..., >, avecr <e — 1
telles que :

0
R(l)FOHLEe]Fl . Hﬁe]FZr = ) ouZ e Oz_(e—l)'
Z1
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En utilisant I'hypothése de récurrence sy, on peut donc dire en conclusion gu'il existd Znatrices de
permutation/g, ..., Ay avecd < (e — 1)(e — 2) + 2(e — 1) telles que :

R=MoH'M---H'My. O

Théoreme 3.2. Pour tout codeC de type Il de longueur = 8¢ ou e > 1, il existe des matrices de permutation
Iy, ..., ITx avecs < e(e — 1) telles queC soit un codeHg-Cortex a équivalence pres.

Démonstration. Chaque mot d’'un code de type Il a un poids de Hamming congru a 0 modulo 4. Ainsi la partie
redondanteR de sa matrice génératrice (qui est sous forme systématique) a toutes ses lignes avec un poids
congru a—1 modulo 4. Or, toutes les lignes de la matrReIf] sont de poids congru a 1 modulo 4. D'aprés

la Proposition 3.1, il existe donc des permutatidis. . ., IT2; avecs < e(e — 1) telles que :

RH) = MoH) M1 - HY Iy
c'est-a-dire

O5'R=HY'My - Mo HY.
Cette égalité prouve que est un codég-Cortex, car un code admettant une matrice génératrice dont la partie
redondante eslﬂl‘lR est équivalent&. O

Remarque 2.La preuve de la Proposition 3.1 permet d’en déduire un algorithme de décomposition effective de
toute matrice d&+ = Uk%(’);r en un produit de matrices de permutation erlé].

Références

[1] J.C. Carlach, A. Otmani, A systematic construction of self-dual codes, IEEE Trans. Inform. Theory, a paraitre.

[2] J.C. Carlach, C. Vervoux, A new family of block turbo-codes, in: Proceedings of 13th Applicable Algebra in Engineering Communication
and Computing (AAECC 13), Hawaii, USA, November 14-19, 1999, p. 15.

[3] F. MacWilliams, N. Sloane, The Theory of Error-Correcting Codes, 5th edition, North-Holland, Amsterdam, 1986.

[4] E.M. Rains, N.J.A. Sloane, Self-dual codes, in: V.S. Pless, W.C. Huffman (Eds.), Handbook of Coding Theory, Elsevier, Amsterdam, 1998.



