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Résumé

Nous montrons que tout code binaire de type II peut être construit sous forme de code Cortex dont le code de base
de Hamming étendu de paramètres[8,4,4]. Pour citer cet article : A. Otmani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Characterization of binary type II codes from the [8,4,4] extended Hamming code.We show that any binary type I
code can be built as a Cortex code where the basis code is the[8,4,4] extended Hamming code.To cite this article: A. Otmani,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Les codes Cortex introduits dans [2] fournissent un moyen simple de construire des codes auto-duaux
lorsque le code de base l’est [2,1]. Ils offrent de plus une méthode efficace pour construire des codes e
lorsque le code de Hamming étenduH8 de longueur 8 est le code de base. Cette construction permet en
d’obtenir des codes auto-duaux binaires extrémaux de type II pour des longueurs inférieures ou égales à
qu’un nouveau code extrémal de paramètres[88,44,16] (cf. [1]).

Dans cette note, nous étendons ces résultats en prouvant que tout code de type II peut être obtenu sou
code Cortex à partir du codeH8.

2. Construction cortex

2.1. Définitions

Un codeC de longueurn� 1 sur le corps à deux élémentsF2 est un sous-ensemble deF
n
2. Les éléments deC

sont alors appelésmot de code. Le poids de Hammingdex = (x1, . . . , xn) ∈ F
n
2 est le nombre dexi non-nul. Un
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codeC est ditlinéaire s’il est un sous-espace vectoriel deF
n
2. Dans ce cas, unematrice génératricedeC est une

matrice dont les lignes forment une base deC. Ainsi, une matrice génératriceG d’un code linéaire de dimensionk
et de longueurn est de taillek × n. La matriceG est dite sous formesystématiquesi la sous-matrice de taill
k × k obtenue en prenant les premières colonnes deG est égale à la matrice identitéIk . Le rendementd’un code
(linéaire) de dimensionk et de longueurn est k

n
. Nous renvoyons à [3] pour une présentation classique de la th

des codes.
Pour tout entiern� 1, l’espaceFn2 est muni d’une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée définie pou

x et y deF
n
2 par :

x · y =
n∑
i=1

xiyi.

Deux vecteursx et y sont ditsorthogonauxsi x · y = 0. Leduald’un code est l’ensemble des vecteursz deF
n
2

tels quez est orthogonal à chaque mot de code. Un code est ditauto-dualsi et seulement s’il est égal à son du
Par conséquent, un code auto-dual est de rendement1

2. D’autre part, le poids de Hamming de tout mot d’un co
auto-dual est pair.

Un code auto-dual binaire est dit detype II si tousses mots sont de poids divisible par 4, sinon il est dit detype I
[3]. Ces deux cas représentent les deux seules éventualités d’après le théorème de Gleason–Pierce [4].

Deux codes qui diffèrent d’une permutation des symboles sont ditséquivalents. Il est d’usage de confondre
classe des codes équivalents avec un représentant de cette classe.

On noteH8 le code de Hamming étendu défini par la matriceG8 :

G8 = (I4 |H4)
def=




1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0


 .

Pour toutk � 1, on noteOk l’ensemble des matrices orthogonales de taillek×k, etO+
k l’ensemble des matrice

R ∈ Ok telles que chaque ligne deR est de poids de Hamming congru à 1(mod 4).

Remarque 1.Toutes les lignes d’une matrice deOk sont de poids (de Hamming) congru à 1(mod 2).

Enfin, pour tout entiere� 1 et toute matriceP , on noteP [e] la matrice définie par blocs ayante fois la matrice
P sur sa diagonale et 0 partout ailleurs.

2.2. Description de la construction

Définition 2.1 [2,1]. Soit (Ib|P) une matrice génératrice d’un code linéaireB de rendement 1/2 et de dimension
b. Soiente un entier non-nul etΠ1, . . . ,Πs des matrices de permutation de taillek× k aveck = eb et s � 1.

Le code Cortex défini à partir du codeB suivant la suite de matrices de permutationΠ1, . . . ,Πs est le code
linéaire généré par la matrice :

(
Ik |P [e]Π1P

[e] · · ·ΠsP [e]).

Nous nous intéressons plus particulièrement à des codes Cortex dont le code de base estH8. Nous les appelon
des codesH8-Cortex. La proposition suivante donne une propriété importante qu’ils vérifient.

Proposition 2.2 [1]. Soientk = 4e avece un entier non nul etΠ1, . . . ,Πs une suite de matrices de permutati
avecs � 1.

Le codeH8-Cortex défini suivantΠ1, . . . ,Πs est un code de type II(resp. type I) si s est pair(resp. impair).
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3. Résultats

Proposition 3.1. Soite un entier non nul et posonsk = 4e. Pour toute matriceR ∈ O+
k , il existe des matrices d

permutationΠ0, . . . ,Π2s de taillek× k avecs � e(e− 1) telles que:

R =Π0H
[e]
4 Π1 · · ·H [e]

4 Π2s .

Indications de preuve. Pour tout entiers, on note1s (resp.0s ) le vecteur de longueurs composé uniquement de
(resp. 0). Enfin, pour tous vecteurs binairesu etv, on noteuv le vecteur obtenu par concaténation.

La proposition se démontre par récurrence sure. Pour e = 1 il n’existe qu’une seule matriceR qui est la
matrice identitéI4. On suppose ensuite que pour toutM ∈ O+

4(e−1) avece� 2, il existe une suite de permutatio
Π0, . . . ,Π2s telles que :

M =Π0H
[e]
4 Π1 · · ·H [e]

4 Π2s avecs � (e− 1)(e− 2).

Première étape. En multipliant par des matrices de permutation et la matriceH
[e]
4 , il est possible de transforme

les deux premières lignes deR en les vecteurs :1θ1θ10θ20δ et1θ0θ11θ20δ où θ , θ1, θ2 etδ sont des entiers. Comm
ces lignes sont orthogonales entre elles, il existe donc un entierq tel queθ = 2q . Il existe ainsi des entiersq1 etq2
tels queθ1 = 2q1 + 1 etθ2 = 2q2 + 1 pour lesquels on a :


q + q1 = 2γ1,

q + q2 = 2γ2,

2(q + q1 + q2 + 1)+ δ = 4e,

où γ1 et γ2 sont des entiers. On en déduit qu’il existe un entierδ′ tel queδ = 2δ′, et queq , q1 et q2 ont la même
parité. Deux cas peuvent par conséquent se présenter suivant la parité deδ′.

Or dans ces deux cas, il existe des permutationsΠ0, . . . ,Π2s avecs � e− 1 telles que :

RΠ0H
[e]
4 Π1 · · ·H [e]

4 Π2s =




I2 0 · · · 0
0
... Q1
0


 oùQ1Q

T
1 = Ik−2,

où chaque ligne deQ1 a un poids congru à 1 modulo 4.

Deuxième étape. On poseR(1) = RΠ0H
[e]
4 Π1 · · ·H [e]

4 Π2s . Étant données deux lignes différentes deR(1), il est
toujours possible de trouver des entierss, s1, s2 etα tels qu’à permutation près des colonnes, on ait :

0012s12s1+102s2+10α et 0012s02s1+112s2+10α

avec :

s + s1 = 2γ1,

s + s2 = 2γ2,

2(s + s1 + s2 + 2)+ α = 4e,

où γ1 et γ2 sont des entiers quelconques. Il existe donc un entierα′ tel queα = 2α′. On en déduit ques, s1, s2 et
α′ ont la même parité, et que deux cas peuvent donc se présenter suivant la parité deα′.

Or dans les deux cas, nous pouvons toujours trouver 2r matrices de permutationΓ0, . . . ,Γ2r avecr � e − 1
telles que :

R(1)Γ0H
[e]
4 Γ1 · · ·H [e]

4 Γ2r =




I4 0 · · · 0
0
... Z1
0


 oùZ1 ∈O+

4(e−1).
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En utilisant l’hypothèse de récurrence surZ1, on peut donc dire en conclusion qu’il existe 2d matrices de
permutation∆0, . . . ,∆2d avecd � (e− 1)(e− 2)+ 2(e− 1) telles que :

R =Π0H
[e]
4 Π1 · · ·H [e]

4 Π2d . ✷
Théorème 3.2. Pour tout codeC de type II de longueurn = 8e où e � 1, il existe des matrices de permutati
Π1, . . . ,Π2s avecs � e(e− 1) telles queC soit un codeH8-Cortex à équivalence près.

Démonstration. Chaque mot d’un code de type II a un poids de Hamming congru à 0 modulo 4. Ainsi la
redondanteR de sa matrice génératrice (qui est sous forme systématique) a toutes ses lignes avec
congru à−1 modulo 4. Or, toutes les lignes de la matriceRH [e]

4 sont de poids congru à 1 modulo 4. D’apr
la Proposition 3.1, il existe donc des permutationsΠ0, . . . ,Π2s avecs � e(e− 1) telles que :

RH
[e]
4 =Π0H

[e]
4 Π1 · · ·H [e]

4 Π2s

c’est-à-dire

Π−1
0 R =H

[e]
4 Π1 · · ·Π2sH

[e]
4 .

Cette égalité prouve queC est un codeH8-Cortex, car un code admettant une matrice génératrice dont la
redondante estΠ−1

1 R est équivalent àC. ✷
Remarque 2.La preuve de la Proposition 3.1 permet d’en déduire un algorithme de décomposition effec
toute matrice deO+ = ⋃

k�1O
+
k en un produit de matrices de permutation et deH

[e]
4 .
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