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Résumé

Une maniére d’aborder I'étude des mesures non gaussiennes consiste a généraliser la théorie des sous-espaces hilbertiens
L. Schwartz au cas non hilbertien. Nous initions ici une nouvelle théorie non plus basée sur une structure hilbertienne, mais
sur une certaine dualité. Nous développons ainsi le concept de sous-dualité d'un espace vectoriel localement convexe et de sc
noyau associé. Nous montrons en particulier qu'a toute sous-dualité peut étre associé un unique noyau dont I'image est dens
dans la sous-dualité. L'image d’'une sous-dualité par une application linéaire faiblement continue est également étudiée, ce qu
permet de définir sur I'ensemble des sous-dualités une structure d’espace vectoriel moyennant une relation d'équivalence. Nou
exhibons alors un représentant canonique. Enfin, nous étudions le cas particulier des sous-didhtésudéde |a topologie
produit. Pour citer cet article: X. Mary et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Subdualities and associated (reproducing) kernelsA way to study non-Gaussian measures is to generalize Schwartz’s
theory of Hilbertian subspaces to the non-Hilbertian case. We initiate here a new theory based upon a given duality rather thar
an Hilbertian structure. Hence, we develop the concept of subduality of a locally convex vector space and of its associated
kernel. We show in particular that to any subduality is associated a unique kernel whose image is dense in the subduality. The
image of a subdality under a weakly continuous linear application is also given, which enables the definition of a vector space
structure over the set of subdualities given a equivalence relation. We then exhibit a canonical representative. Finally, we study
the particular case of subdualities&f? endowed with the product topologo cite this article: X. Mary et al., C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In the 1950s Aronzajn and Bergman, in pionnering papers, introduce the concept of Reproducing Kernel Hilbert
Spaces (RKHS) and of their reproducing kernel functions. In the 1960s, Schwartz [4] develops their notion and
introduces the concept of Hilbertian subspaces, proving the existence of a bijection between theses spaces ar
positive-definite kernels. He will later develop the theory of Gaussian measures upon this notion [5]. He moreover
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extends this concept to Hermitian kernels while questioning the idea of a generalization. Some results in this
direction (concerning pairs of Hilbert spaces) can be found in [1].

The introduction of a dual system of vector spaces verifying certain algebraic inclusions (Definition 1.3), which
we call subdualities, is an answer to his question. These spaces verify the main properties of Hilbertian subspace
and the set of subdualities may actually be endowed with a vector space structure (given an equivalence relation
isomorph to the vector space of kernels (Theorem 3.1).

This article is then devoted to the study of these subdualities. A topological definition equivalent to
Definition 1.3, is that a dualityE, F) is a subduality of the dual systed, F) if and only if both E and F
are weakly continuously embeddeddn(Proposition 1.4). It appears that we can associate to any subduality a
unique kernel (in the sense of L. Schwarz, Theorem 1.6), which image is dense in the subduality (Theorem 1.9).
Fig. 1 illustrates the different inclusions related to a subduality and its kernel.

Then we study the image of a subduality by a weakly continuous linear operator (Theorem 2.2), which enables
the definition of a vector space structure over the set of subdualities (Theorem 3.1), but given a certain equivalence
relation. A canonical representative entirely defined by the kernel is then given (Theorem 4.3). Finally, we study
more precisely the particular case of subdualitie&8f endowed with the product topology.

This theory shades a new light upon the fields of non-Gaussian probabilities, non-Hilbertian approximation or
differential equations.

Les espaces de Hilbert & noyaux reproduisants, introduits par Aronzajn et Bergman dans les années 50 sor
désormais des espaces classiques d’analyse fonctionelle. Le développement principal de cette notion date de 19
quand Schwartz [4] introduit le concept de sous-espace hilbertien, établissant une bijection entre ces espaces et |
noyaux positifs. Sa théorie des mesures gaussiennes sera notamment basée sur cette notion [5]. Il développe €
suite le cas des noyaux hermitiens alors qu'il s'interroge sur I'idée d’une généralisation de ce concept. Une réponse
dans le cas de paires hilbertiennes a noyau reproduisant est proposée par Alpay [1]. L'introduction d’espaces el
dualité vérifiant des conditions d’inclusion algébrique (Définition 1.3) ou topologique (Proposition 1.4), que nous
appelons sous-dualités, propose une réponse plus générale a cette question. Ces espaces vérifient en effet la pluj
des propriétés des sous-espaces hilbertiens et il possible de munir I'ensemble des sous-dualités d’une structu
d’espace vectoriel (moyennant une relation d’équivalence) qui le rend isomorphe algébriguement a I'espace vec
toriels des noyaux (Théoréme 3.1). Nous exhibons alors un représentant canonique de ces classes d'équivalenc
(Théoréme 4.3).

Les domaines des probabilités non gaussiennes, de 'approximation non hilbertienne ainsi que celui des
équations différentielles bénéficient de cette théorie.

1. Définitions et premiéres propriétés

Définition 1.1 (espaces vectoriels en dua)itéSoientE, F deux espaces vectoriels, une forme bilinéaire sur
I'espace produitF x E. On dit que la forme bilinéairé met E et F en dualité, ou quéE, F) est une dualité
(relativement aL) si L sépareE et F,i.e.: (1)Vx #0€ E, Ay e F, L(y,x)#0; (2)Vy £#0€e F, Ix € E,
L(yﬂ -x) # O'

Les morphismes suivants sont alors bien définis :

Y(E,F) - F — E* dual algébrique de, Q(E,F) ' E’ é V(E,F)(F) —> F,
y—> L(y,"), L(y, )—y.

Exemples.(1) Soit & un espace vectoriel localement convexe (sépdrépon dual topologique. Alors la forme
bilinéaire canoniquéy,x) — y(x) sur& x & met & et & en dualité.ye ¢y : & — E* est alors l'injection
canonique du dual topologique dans le dual algébrique. Dans la suite, tout espace vectoriel topologique localemer
convexe€ sera considéré en dualité avec son dual topologigue
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(2) SoientDy, ,, I'espace des distributions s|@, 1], Cg ;, I'espace des fonctions*> sur[0, 1]. Dy 4, €tCrg 5
sont en dualité relativementia: C[O’1 X Dfo,l —->R, (f,do)—~ fo,l]f(5)¢(5) ds.

Définition 1.2 (topologies compatibles avec la dua)itdOn appelle topologie suE compatible avec la dualité
(E, F) toute topologie localement convexe diitelle queE’ = yg r)(F).

La topologie faible (resp. de Mackey) shirest la moins fine (resp. la plus fine) des topologies compatible avec
la dualité(E, F) et on la noter g, ry (resp.z(g, r)).
La notion de faible (resp. Mackey) continuité est ainsi entierement definie pour les morphismes de dualités.

1.1. Sous-dualités

Définition 1.3 (sous-dualit¢. Soient(E, F), (€, F) deux dualités(E, F) est une sous-dualité de&,F) si
(Fig. 1): (VECE, FCE;(2) ve.nHTE) Sver(F), ve5F) Cyre(E) oudF g (resp.Jr) dénote
les restrictions des éléments @iea E (resp.F). On noteSD(E, F) (8D(E) si € est topologique) 'ensemble des
sous-dualités dé&€, F) (resp. de&, £)).

Ainsi (E, F) est une sous-dualité dé€, F) si E et F sont deux sous-espaces vectorielstdet tout élément
de ¥ (i.e. toute forme linéaire faiblement continue $restreinte & (resp. aF) admet un représentant dafis
(resp.E).

Nous déduisons de cette définition une caractérisation topologique des sous-dualités :

Proposition 1.4 (caractérisation topologique)Les propositions suivantes sont équivalentdg) (E, F) est
une sous-dualité dé€, F) ; (2) Les injections canoniques E +— & et j: F — & sont faiblements continues
(3)i:E— Eetj:F & sontcontinues sion munit, F et des topologies de Mackey.

Exemples.(1) Soita(-) € Cfy,, jamais nulle sufo, 1], et soientt = {x € Cp 1}, (2)' € LY, x(0) =0} et F ={y €
C[%’l], % e L1, y(1) = 0} mis en dualité par la forme bilinéaite: F x E — R, (y,x) — Jiog(3) ()y(s)ds =
—fo 1]x(s)l(s) ds. Alors (E, F) est une sous-dualité dé)’o’l], Cﬁ?,l]) car E et F sont deux sous-espaces de

distributions etV f € Ciy), Ix € E, Iy e F, f=(3) =
(2) Soit H un sous-espace hilbertien dei.e., un espace de Hilbert inclus continuement danalors H, vu
comme deux espacésl, H) mis en dualité par le produit scalaire est une sous-dualité de

1.2. Sous-dualités et noyaux associes
Nous utilisons ici la terminologie de Schwartz [4] :
Définition 1.5 (noyay. On appelle noyau associé a un espace vectoriel topologique localement corfvese. a

une dualité(&, F)) toute application linéaire faiblement continue du dual topologigjugesp. deF) dans€. On
note £(€) (resp.£(F, €)) 'ensemble des noyaux de

Théoréme 1.6(noyau d’'une sous-dualité)A toute sous-dualitéE, F) de (€, F) est associé un unique noyau
de (&, F) verifiantVy e F, Vf e F, (f,j(0))g.e = L(y, i~Lx(f)) appelé noyau de la sous-dualit&, F) de
(€, 3). Cest l'application linéairex : T — &, f>iobr )0 j*oye, 3 (f).

Example. Soit (E, F) la sous-dualité de(DEO’l],C[‘gfl]) définie dans I'exemple précédent. Son noyau est
%:C5q — Doy [ al) J6 f(s)ds.
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Fig. 1. lllustration d’'une sous-dualité, des différentes inclusions relatives et de son noyau.
Fig. 1. The different inclusions related to a subduality, and its kernel.

Remarquons que le noyau dE, E) est I'adjoint dex, x*: g — f_la(s)g(s) ds. La Fig. 1 illustre cette définition.
On déduit de la Proposition 1.4 le lemme suivant :

Lemme 1.7. x: F — E est continue si on munk etJ : (1) des topologies faible$2) des topologies de Mackey.

Définition 1.8 (sous-dualité primaire On appelle sous-dualité primaire associée a un na@ylas sous-espaces de
& Eg = x(F) et Fop = »*(F) mis en dualité par la forme bilinéaidey suivante :Lo: Fo x Eg — K, (y = »*(f),
x=x(g) = (fix(@)F.e)= (" (), 8)e.5)-

Théoréme 1.9.Soit(E, F) une sous-dualité de noyau Alors la dualité primaire( Eg, Fp) associée & est dense
dans(E, F) pour toutes les topologies compatibles avec la dualité.

Example. Pour le noyau précédent, la dualité primaire €8¢, Fo) ol Eg = {x € C[Ogjl], x(0) =0} et Fp =
{y € Ci543» ¥(1) = 0} avec toujourd. (y, x) = f[o’l](jlﬁ)’(s)y(s) ds.

2. Effet d’'une application lineaire faiblement continue

Soit (¢, §) une seconde dualité(un second espace localement convexe). Il est possible de définir la sous-
dualité image pan : € — €, application linéaire faiblement continue, d’une sous-duahitér) de &, a l'aide des
relations d’orthogonalité dans la dualtg, F).

VA C &, uja dénote l'applicationu restreinte aA. Définissons les espaces quotients suivanfel =
(ker(u p)t /ker(uig)) etN = (ker(u )L /ker(u ).

Lemme 2.1.Les applications linéaires:»; et uy sont bien définies et injectives, ©tm,n) € M x N,
B(un (1), upv (1)) = (n, m)(r, g) définit une dualité séparé@ (M), ujn(N)).

La définition de la sous-dualité image d&,(F) paru est alors contenue dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.2(sous-dualité image).a dualité (i3 (M), ujy(N)) est une sous-dualité deappelée sous-dualité
image de(E, F) paru et notée:((E, F)). Son noyau esto x o u*.

Remarquons que la sous-dualité imageéE, F)) est incluse dans I'image ensemblist€E), u(F)) mais plus
petite en général.
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3. Structure algébrique de I'ensemble des sous-dualités

Le Théoréme 2.2 nous permet de définir les opérations d’addition et de multiplication exte$® Eyr
en considérant les applications linéaires faiblement contiruegs x & — & et x:K x & — €. Les opérations
associées pour les noyaux sont alors I'addition et la multiplication exterrg &ur
On remarque que I'addition n’est pas injective, ni associative. Soit la relation d’équivalence suivante :

(E1, )R(E2, F2) <= (E1,F1)—(E2, F2)=0 < xi1=x.

Théoreme 3.1(structure algébrique).L'espace(8D(E)/R, +, ) est un espace vectoriel sli€ isomorphe
algébriqguement a I'espace des noy&ikt).

4. Représentant canonique associé a un noyau

L'espace(8D(€)/R, +, ) étant isomorphe algébriquement a I'espace des nog&é€ly, il est naturel de tenter
d’associer a un noyau un représentant canonique ayant des propriétés plus fortes que la dualité primaire. Nou
allons voir qu'un tel représentant existe si le noyau vérifie certaines propriétés. Il est intéressant de mettre er
relation cette partie avec les travaux de Aronszajn [2], qui s’est intéressé aux complétions banachiques d’espace
en dualitét

Soit x € L(E) un noyau de€, (Eo, Fp) la dualité primaire associée. On définit les ensembles suivants :
(1) T, = {o tonneaux defo, 3(r,y) € RZ, [(x 1(0),0) eyl < & et (¥ 1(0°),0°) e &) < v}, ol 0°
représente le polaire absolu depour la dualite(Eo, Fo); (2) Tr, = {0°, 0 € Ty} TE, (resp.Tg,) est un
ensemble de parties faiblement bornées pour la du@i€Fop), on peut donc définir sufp (resp.Ep) la topologie
de Tg,-convergence, cette topologie etant localement convexe et compatible avec la structure d’espace vectorie
(Proposition 16, p. 86 [3]).

Définition 4.1 (noyau stable Soitx € £(€) un noyau de&€. Nous dirons qu'il est stable si (1) les ensemlilegs
et T, sont non vides; (2y: &’ — Eg (resp.x : &' — Fp) est continu s€’ est muni de la topologie de Mackey et
Eg de laTg,-convergence (resgp de laJg,-convergence).

Lemme 4.2.Soitx € £(€) un noyau stable(Eg, Fp) la dualité primaire associée. Soﬁ\o (resp.fo) le complété
de Eg muni de la topologie de 18 ,-convergencegresp. le complété dép muni de laJ g,-convergence Soit E
(resp.F) I'espace vectoriel engendré par les adhérenaEmnsEo) des enveloppes convexes des elemerfig.de
AlorsE C &, FCEé.

Théoréeme 4.3. Soitx € L(€) un noyau stable(Eg, Fp) la dualité primaire associéeE et F définis comme
précedemment. Alors la forme bilinéaifey définie sur la dualité primaire se prolonge en une unique forme
bilinéaire L sur F x E séparée. Elle définit une dualitéZ, F) appelée sous-dualité canonique associée au
noyaus.

Exemples. (1) Considérons le noyau précédent (avec pour simplifiey = 1) : x: C[ngl] — Dfo,l], f =
fd f(s)ds. Alors nous conjecturons (mais c'est un probléme ouvert) que le noyau est stable et que la sous-dualité
associée est 'espace de Sobolev—Slobodegkij Besov ou Sobolev fractionnairt%zl/2 en dualité avec lui-méme

par la forme bilinéaird. : Wzl/2 X Wzl/2 SR, (y,x)—~ f[o,l]x’(s)y(s) ds.

1 Les résultats de cet article sont également trés utiles si I'on s'intéresse aux classes d'équivalences d'un certain noyau.
2 \joir par exemple [6].
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(2) SoitH un sous espace hilbertien 8&le noyaur positif. Alors les éléments dEy, sont les tonneaux bornes
de polaires absolus bornés pour la norme hilbertienne, et la sous-dualité canonique associée est(lé,cdyple
muni de son produit scalaire, i.e. I'espace hilbertt&n

5. Sous-dualités d’'évaluation

Définition 5.1 (sous-dualités d’évaluatignSoit 2 un ensemble quelconque. Les sous-dualités d’'évaluatiaf sur
sont les sous-dualités @& muni de la topologie produit (ou topologie de la convergence simple).

Définition 5.2 (noyau reproduisant Soit (E, F) une sous-dualité d’évaluation s de noyaux. On appelle
(fonction) noyau reproduisant de, F) la fonction de deux variablesK : 2 x 2 — K, t,5s — K(t,s) =
(2% (85), #(8¢)) (F.E)-

Lemme 5.3.Le noyaur s’exprime simplement en fonction du noyau reproduigaptr la relations (;,) = K (¢, -)
etonakp=Vec{K(t,-), t € 2} (resp.Fop =Vec{K (-, s), s € 2}).

Corollaire 5.4 (évaluation, reproduction). (1Ys € 22, Vx € E, x(s) = (K(-, ), x)(r.p) (resp. y(t) =
v, K(t, ) F.E) - (2) K(t,s) =(K(,$), K(t,))(F.E)-

Revenons a image d’'une sous-dualité par une application linéaire faiblement contintie=(if?) :

Lemme 5.5.Soit (€, F) une dualité, et soit: : € — K un opérateur linéaire. Alora est faiblement continu si
et seulement s'il existe une famillg; € F, r € 2} telle que: Vi € 2, Ve € &, u(e)(t) = (13, e)(7,¢). Elle est
définie parvt € 2, 7; =6 ) ou™(8;).

Proposition 5.6. Soit (E, F) une sous-dualité d€&,JF) de noyaux, {1; € F, ¢t € £2} une famille deZ,
u l'opérateur associé. Alorsi((E, F)) est une sous-dualité d’évaluation de noyau reproduisHrit, s) =
(75, %(11))(7,8)-

6. Conclusion

Le concept de sous-dualité permet de généraliser des résultats jusqu’alors propres aux sous-espaces hilbertiel
tels que la correspondance entre sous-dualité et noyau (Théoréme 1.6), la densité de la sous-dualité primair
(Théoréme 1.9) ou les propriétés d’évaluation pour les sous-dualitEs’dé’ensemble des sous-dualités peut
également, moyennant une relation d’équivalence, étre muni d’'une structure d’espace vectoriel en bijection avec
I'ensemble des noyaux (Théoréme 3.1). Un représentant canonique de ces classes d’équivalence (Théoréme 4.
est alors exhibé.

En termes d’applications, ce concept fournit un cadre fonctionnel propice a I'étude des mesures non gaussienne
ou des processus en dualité et a I'utilisation des noyaux non symétriques pour I'approximation.
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