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Résumé

Nous montrons comment on peut associer à chaque forme binaire irréductible un élément du groupe de classes de l’anneau
associé. Cette classe ne dépend pas du choix du représentant de la forme modulo l’action de SL2. Il s’agit d’une généralisation
de la théorie classique pour les formes quadratiques.Pour citer cet article : D. Simon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We explain how to associate to any irreducible binary form an element of the class group in the corresponding ring. This
class does not depend on the choice of the form modulo the action of SL2. The question is to generalize the classical theory of
quadratic forms.To cite this article: D. Simon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Soit R un anneau commutatif intègre, etK son corps des fractions. SoitP un polynôme homogène enx
et y de degrén à coefficients dansR. Le groupe SL2(R) agit sur de tels polynômes par

( a b
c d

)
P(x, y) =

P(ax + by, cx + dy). Il est bien connu que le discriminant deP est un invariant pour cette action.
Dans [6], nous avons vu comment associer à la formeP un ordre dansL = K[x]/P (x,1) de discriminant

DiscP . Nous avons prouvé que cet ordre est invariant par l’action de SL2(R) surP .
Notre objectif dans cette Note est de décrire un nouvel invariant pourP quandP est primitive. A une formeP

fixée, nous pouvons associer un idéal entier dans son ordre invariant : on décrira cet idéal comme le numérateur ou
le dénominateur d’une racine deP . Cet idéal est inversible (en tant qu’idéal fractionnaire), et son image dans le
groupe de classes ne change pas lorsque SL2(R) agit surP .
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Cet invariant, donné par la classe d’un idéal entier dans un certain groupe de classes est défini classiquement
pour les formes quadratiques surZ (voir par exemple [2, §7]). On peut donc voir les résultats de cette Note comme
une généralisation de cette belle théorie classique aux degrés supérieurs. Mais nous verrons sur quelques exemples
que les résultats ne sont pas aussi remarquables que dans le cas quadratique. En effet, les classes des formes binaires
ne permettent pas d’atteindre tout le groupe de classes, et il peut aussi arriver que deux formes non équivalentes
aient la même classe.

2. Notations et hypothèses générales

Soit R un anneau commutatif intègre, etK son corps des fractions. SoitRn[x, y] le R-module des formes
binaires homogènes de degrén en les variablesx et y à coefficients dansR, et soit Rn[x] le R-module des
polynômes de degréd � n enx. Nous identifionsRn[x, y] etRn[x] parP(x, y) → P(x,1).

Le groupe SL2(R) des matrices 2× 2 de déterminant 1 et à coefficients dansR agit sur Rn[x, y] par( a b
c d

)
P(x, y) = P(ax + by, cx + dy). Il est bien connu que cette action ne change pas le discriminant DiscP de

la formeP(x, y).

Hypothèses. Nous supposerons désormais que toutes les formesP qui interviennent sont primitives, ce qui signifie
que les coefficientsai deP sont premiers entre eux(dans le sens précis que la somme des idéaux principauxaiR

est exactementR). Cette propriété est préservée par l’action deSL2(R). Nous supposerons aussi que les formes
sont irréductibles(en tant que formes à coefficients dans le corpsK). Avec cette hypothèse, les résultats sont plus
faciles à énoncer, mais resteraient essentiellement vrais, à condition que le discriminant et le coefficient dominant
des formesP ne s’annulent pas(on parlera alors d’algèbres étales au lieu de corps).

Notations. Soit θ l’image dex dans la projection canoniqueK[x] → L = K[x]/P (x). L’élémentθ doit être
vu comme une racine deP . Le corpsL = K(θ) ne change pas lorsque SL2(R) agit sur P . Notons P =
a0x

n + a1x
n−1 + · · · + an. PuisqueP(x, y) est irréductible, on aa0 	= 0. Pour 0� i < n, posons

Pi(x) = a0x
i + a1x

i−1 + · · · + ai.

Ces polynômes satisfont la formule de récurrencexPi + ai+1 = Pi+1. Par exemple, on aP0 = a0, et θPn−1(θ) =
−an. L’anneau invariant deP est défini par

RP = R ⊕ P1(θ)R ⊕ · · · ⊕ Pn−1(θ)R.

On a montré dans [6] que ceR-module est un ordre deL qui ne change pas lorsque SL2(R) agit surP . Comme
c’est un ordre, ses éléments sont entiers surR. Le discriminant de cet anneau est exactement DiscP . Remarquons
quePi(θ) ∈ RP et θPi(θ) ∈ RP .

On rappelle qu’un idéal fractionnaireI dans un anneau commutatif intègreR estinversibles’il existe un autre
idéal fractionnaireI−1 tel queI · I−1 = R. Un idéal principal est toujours inversible. Le groupe de classes Cl(R)

est le quotient du groupe des idéaux inversibles deR par le sous-groupe des idéaux principaux.
Dans l’extensionRP /R, legroupe de classes relatifCl(RP /R) est par définition le noyau de la norme de Cl(RP )

vers Cl(R). Lorsque Cl(R) = 1, on a Cl(RP /R) = Cl(RP ).

3. Resultats

Nous commençons par considérer plusieurs idéaux deRP associés à une forme primitive irréductibleP . Le
premier est

b = P0RP + P1(θ)RP + · · · + Pn−1(θ)RP .
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C’est un idéal entier puisquePj (θ) ∈ RP . Nous verrons qu’il s’agit dudénominateur deθ . Considérons aussi
l’idéal a = θb. Ce second idéal est encore entier puisque

a = θP0RP + θP1(θ)RP + · · · + θPn−1(θ)RP

et queθPj (θ) ∈ RP . L’idéal a est lenumérateur deθ . Enfin, pour 0� j < n, considérons les idéaux entiers

Ij = Pj (θ)RP + θPj (θ)RP .

Lemme 3.1. On aa + b = ∑n−1
j=0 Ij = RP .

Démonstration. Soit J = a + b. D’après la définition, il est clair queJ = ∑n−1
j=0 Ij , et queJ est un idéal entier

de RP . Cet idéal contientPj (θ) ∈ b et θPj−1(θ) ∈ a pour 0< j < n, donc il contientPj (θ) − θPj−1(θ) = aj .
Mais il contient aussia0 = P0(θ) ∈ b etan = −θPn−1(θ) ∈ a. CommeP est primitive, on déduit queJ = RP . ✷
Proposition 3.2. Les idéauxa, b et Ij (pour 0 � j < n) sont inversibles(comme idéaux fractionnaires deRP ).
Leurs images dansCl(RP ) satisfont la relation

Cl(a)−1 = Cl(b)−1 = Cl(Ij ).

Démonstration. On aI0 · b = a0b + a0θb = a0(b + a) = a0RP . On déduit de cette relation queb et I0 sont
inversibles. Mais on sait quea = θb et queIj = 1

a0
Pj (θ)I0, donc les autres idéaux sont aussi inversibles. La

relation entre leurs images dans le groupe de classes Cl(RP ) est claire. ✷
Nous savons maintenant queθ = a/b où a et b sont des idéaux entiers premiers entre eux. Ceci signifie quea

et b sont le numérateur et le dénominateur deθ . La proposition suivante donne uneR-base pour ces idéaux, ainsi
que leur norme.

Proposition 3.3. On a b = ⊕n−1
j=0 Pj (θ)R et a = ⊕n−1

j=0 θPj (θ)R. En particulier, RP /b = R/a0R et RP /a =
R/anR. On a aussiNRP /R(a) = anR etNRP /R(b) = a0R.

Démonstration. C’est une application de la formulePj (θ)θ +aj+1 = Pj+1(θ). La norme dea vient de la relation
θPn−1(θ) = −an. ✷
Théorème 3.4. Soit P ∈ Rn[x, y] une forme primitive irréductible de degrén. La classe de l’idéalI0 dans le
groupe de classesCl(RP ) est dansCl(RP /R) et est invariante lorsqueSL2(R) agit surP .

Démonstration. D’après les résultats précédents, on sait que la norme deb est un idéal principal deR, et que les
classes deb etI0 sont inverses l’une de l’autre dans Cl(RP ). Ceci prouve que la classe deI0 est dans Cl(RP /R).
Soit M = ( a b

c d

) ∈ SL2(R). On aM · P(x, y) = P(ax + by, cx + dy) = P(a, c)xn + · · ·. La racine générique de

M · P estθ ′ = (dθ − b)/(−cθ + a) où θ est définie comme précédemment. D’après [6], on sait queRP = RM·P ,
ce qui donne

I
′
0 = P(a, c)RP + P(a, c)θ ′RP = P(a, c)(−cθ + a)−1((−cθ + a)RP + (dθ − b)RP

)
.

Il est clair que(−cθ + a)RP + (dθ − b)RP ⊂ RP + θRP . L’inclusion inverse est aussi vraie puisquead − bc = 1.
On a donc prouvé queI′

0 = P(a, c)(−cθ + a)−1a−1
0 I0, ce qui nous donne le résultat.✷

Nous avons énoncé le Théorème 3.4 avec l’idéalI0, car c’est sous cette forme qu’on l’énonce habituellement
dans le cas quadratique. Le même résultat est encore valable aveca ou bienb, qui sont peut-être plus concrets.

On remarquera qu’un polynômeP unitaire donne toujours la classe principale de Cl(RP ), puisque dans ce cas,
le dénominateur deθ est simplement 1.
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4. Exemples

Nous donnons tous nos exemples dans le cas oùR = Z.
Il est bien connu que l’application qui associe un élément du groupe de classes à une classe d’équivalence de

formes quadratiques primitives irréductibles de discriminant fixé est une application bijective (voir par exemple [2,
§7]).

Les classes d’équivalence des formes cubiques (modulo GL2(Z), et pas seulement SL2(Z)) sont en
correspondance bijective avec les ordres (non nécessairement maximaux) des corps cubiques : voir [4]. Cette
correspondance est donnée de la manière suivante : à chaqueP , on associe son anneau invariantZP . Inversement,
pour un ordre cubiqueO, soit 1, α, β uneZ-base deO. L’indice I (x, y) deαx +βy est la forme cubique associée
à O. Nous voyons donc dans ce cas que deux formes cubiques sont équivalentes si et seulement si elles ont le
même anneau invariant. En particulier, il y a exactement une classe dans le groupe de classes qui est l’image d’une
forme cubique.

L’exemple suivant montre que ce n’est pas toujours la classe principale. Cet exemple a été calculé à l’aide
dePARI/GP (voir [1]). Soit L le corps cubique cyclique de discriminant 632. Son ordre maximal est l’anneau
invariant deP = 2x3 + 9x2 + 3x − 2. Le dénominateur (ou le numérateur) d’une racineθ deP est de norme 2.
Dans ce corps, il y a trois idéaux conjugués de norme 2, qui sont tous non principaux (d’ordre 3 dans le groupe de
classes). Nous voyons donc que l’image deP est un élément d’ordre 3 de Cl(L).

Nous finissons en donnant un exemple de deux formes quartiques non équivalentes ayant le même anneau
invariant et la même image dans le groupe de classes. Considérons l’unique corps quartiqueL totalement complexe
de discriminant 189 (voir [5]). Ce corps est engendré par une racine dep1 = x4 − x3 + 3x2 − x + 1 ou alors par
une racine dep2 = −x4 + 2x3 − x − 1. Ces deux polynômes ont le même anneau invariant (dans ce cas, c’est
l’ordre maximal deL puisque l’indice est 1). Ils sont tous les deux associés à la classe principale puisqu’ils sont
unitaires. Ils ont les mêmes invariantsI et J (I = 18 etJ = 135). Pourtant ils ne sont pas équivalents puisquep1
ne prend que des valeurs positives surR, alors quep2 ne prend que des valeurs négatives. On voit aussi quep1 et
−p2 ne peuvent pas être équivalents puisqu’ils n’ont pas le mêmeJ invariant. On trouvera dans [3] un algorithme
général pour tester l’équivalence de deux polynômes quartiques ayant les mêmes invariantsI etJ .

5. Le cas des formes non primitives

Lorsque l’anneauR est principal, on peut facilement se ramener au cas des formes primitives. LorsqueR n’est
plus principal, ce n’est pas toujours possible. Nous proposons donc des nouvelles formules dans ce cas. Nous
disons que la formeP estquasi-primitivesi l’idéal fractionnaireD = ∑

aiR est inversible (c’est toujours le cas si
R est un anneau de Dedekind). Cet idéal est stable par l’action de SL2(R) surP . LorsqueP est quasi-primitive,
on définit l’anneau invariant deP par RP = R ⊕ P1(θ)D−1 ⊕ · · · ⊕ Pn−1(θ)D−1, et le dénominateur deθ par
b = P0D

−1RP +P1(θ)D−1RP + · · ·+Pn−1(θ)D−1RP . Les idéauxa etIj sont définis de manière semblable. En
tenant compte de l’idéalD, on peut généraliser tous les résultats de cette Note.
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