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Résumé
Nous montrons comment on peut associer a chaque forme binaire irréductible un élément du groupe de classes de I'annea
associé. Cette classe ne dépend pas du choix du représentant de la forme modulo I'actinrildea8lt d’'une généralisation

de la théorie classique pour les formes quadratideas. citer cet article: D. Simon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We explain how to associate to any irreducible binary form an element of the class group in the corresponding ring. This
class does not depend on the choice of the form modulo the actionyofTk question is to generalize the classical theory of
quadratic formsTo cite thisarticle: D. Simon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).

0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Soit R un anneau commutatif intégre, & son corps des fractions. Saft un polyndme homogene en
et y de degrén a coefficients dansk. Le groupe Sk(R) agit sur de tels polyndmes pé@ Z)P(x,y) =
P(ax + by, cx +dy). ll est bien connu que le discriminant deest un invariant pour cette action.

Dans [6], nous avons vu comment associer a la fofmen ordre dand. = K[x]/P(x,1) de discriminant
Disc P. Nous avons prouve que cet ordre est invariant par I'action d€mLsur P.

Notre objectif dans cette Note est de décrire un nouvel invariant paywrandP est primitive. A une formeP
fixée, nous pouvons associer un idéal entier dans son ordre invariant ; on décrira cet idéal comme le numérateur o
le dénominateur d’'une racine d& Cet idéal est inversible (en tant qu’idéal fractionnaire), et son image dans le
groupe de classes ne change pas lorsquéBLagit surP.
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Cet invariant, donné par la classe d’'un idéal entier dans un certain groupe de classes est défini classiquemel
pour les formes quadratiques suifvoir par exemple [2, §7]). On peut donc voir les résultats de cette Note comme
une généralisation de cette belle théorie classique aux degrés supérieurs. Mais nous verrons sur quelques exemp
gue les résultats ne sont pas aussi remarquables que dans le cas quadratique. En effet, les classes des formes bine
ne permettent pas d’atteindre tout le groupe de classes, et il peut aussi arriver que deux formes non équivalente
aient la méme classe.

2. Notationset hypothéses générales

Soit R un anneau commutatif intégre, &t son corps des fractions. Sait,[x, y] le R-module des formes
binaires homogénes de degréen les variablex et y a coefficients dan, et soit R,[x] le R-module des
polynémes de degé < n enx. Nous identifionR,[x, y] et R,[x] par P(x, y) — P(x,1).

Le groupe Sk(R) des matrices % 2 de déterminant 1 et a coefficients daRsagit sur R, [x, y] par

(‘Z, Z)P(x, y) = P(ax + by, cx +dy). Il est bien connu que cette action ne change pas le discriminanPQisc

laformeP(x, y).

Hypothéses. Nous supposerons désormais que toutes les fofs interviennent sont primitives, ce qui signifie

que les coefficients de P sont premiers entre euxians le sens précis que la somme des idéaux principaRix

est exactememnk). Cette propriété est préservée par I'action 8ex(R). Nous supposerons aussi que les formes
sont irréductiblegen tant que formes a coefficients dans le cakps Avec cette hypothése, les résultats sont plus
faciles a énoncer, mais resteraient essentiellement vrais, a condition que le discriminant et le coefficient dominant
des formes? ne s’annulent pagon parlera alors d’algebres étales au lieu de corps

Notations. Soit§ I'image dex dans la projection canoniqu€[x] — L = K[x]/P(x). L'élémentd doit étre
vu comme une racine d®. Le corpsL = K () ne change pas lorsque SIR) agit sur P. Notons P =
aox" + a1x" 1+ ... +a,. PuisqueP (x, y) est irréductible, on ag # 0. Pour 0< i < 1, posons

Pi(x) =aox’ + arx’ 1+ 4 a;.

Ces polynémes satisfont la formule de récurrenfe+ a; 11 = P;+1. Par exemple, on & = ag, eto P,_1(0) =
—ay,. L'anneau invariant dé& est défini par

Rp=R®P1ORD---® P,_1(6)R.

On a montré dans [6] que d&module est un ordre de qui ne change pas lorsque fIR) agit surP. Comme
c’est un ordre, ses éléments sont entiersksure discriminant de cet anneau est exactement BisRemarquons
queP; (@) € Rp etOP;(0) € Rp.

On rappelle qu’'un idéal fractionnaifedans un anneau commutatif intégteestinversibles’il existe un autre
idéal fractionnaird ~1 tel quel - I~1 = R. Un idéal principal est toujours inversible. Le groupe de classe’)Cl
est le quotient du groupe des idéaux inversible® gar le sous-groupe des idéaux principaux.

Dans I'extensioRp /R, legroupe de classes relatfl(Rp / R) est par définition le noyau de lanorme dé&G})
vers C(R). Lorsque C{R) =1,ona C{Rp/R) =CI(Rp).

3. Resaultats

Nous commengons par considérer plusieurs idéauR gl@ssociés a une forme primitive irréductitie Le
premier est

b= PoRp + PLO)Rp + -+ Pa_1(0)Rp.
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C’est un idéal entier puisqug;(9) € Rp. Nous verrons gu'il s’agit dwlénominateur dé. Considérons aussi
I'idéal a = 6b. Ce second idéal est encore entier puisque

a=60PoRp +0P1(O)Rp +---+60P,_1(0)Rp
etqued P;(6) € Rp. L'idéal a est lenumérateur d@. Enfin, pour 0< j < n, considérons les idéaux entiers
J;j=P;(O)Rp +OP;(O)Rp.

Lemme3.1.0naa+b=Y""37j=Rp.

Démonstration. SoitJ = a + b. D’aprés la définition, il est clair qug = Z’f;(l) Jj, et queJ est un idéal entier
de Rp. Cet idéal contienP;(9) € b et P;_1(6) € a pour O< j < n, donc il contientP;(8) — O P;_1(0) = a;.
Mais il contient aussig = Py(0) € b eta, = —6 P,_1(0) € a. CommeP est primitive, on déduitqu@ = Rp. O

Proposition 3.2. Les idéauxs, b etJ; (pour0< j < n) sont inversiblegcomme idéaux fractionnaires dep).
Leurs images danGI(Rp) satisfont la relation

Cl(@~t=Clp)~t =CI(3)).

Démonstration. On aJg - b = agb + agfb = ag(b + a) = agRp. On déduit de cette relation queet Jg sont
inversibles. Mais on sait que=6b et queJ; = %Pj(é))jo, donc les autres idéaux sont aussi inversibles. La
relation entre leurs images dans le groupe de clasgésCest claire. O

Nous savons maintenant qée= a/b ol a et b sont des idéaux entiers premiers entre eux. Ceci signifieique
et b sont le numérateur et le dénominateummdé.a proposition suivante donne uebase pour ces idéaux, ainsi
que leur norme.

Proposition 3.3. On a b = @?;(l) P;j(6)R eta = @;?;éé)Pj(é))R. En particulier, Rp/b = R/aoR €t Rp/a =
R/a,R. On a aussiVg, /r(a) =a, R etNg, r(b) = aoR.

Démonstration. C’est une application de la formul; ()6 +a; 11 = P;+1(0). La norme dex vient de la relation
OP,—_1(0) = —a,. O

Théoreme 3.4. Soit P € R,[x, y] une forme primitive irréductible de degré La classe de l'idéalip dans le
groupe de classeSI(Rp) est dansCI(Rp/R) et est invariante lorsquBL,(R) agit sur P.

Démonstration. D'apres les résultats précédents, on sait que la nornbeedeun idéal principal d&, et que les
classes dé et Jg sont inverses I'une de I'autre dans(®p). Ceci prouve que la classe 0gest dans GIRp/R).

SoitM = (¢ 3) € SLa(R). OnaM - P(x,y) = P(ax + by, cx +dy) = P(a, c)x" + - --. La racine générique de
M - P estd’ = (dO — b)/(—cB + a) oud est définie comme précédemment. D’apres [6], on saitRpie= Ry.p,

ce qui donne
36 = P(a,c)Rp + P(a,c)0'Rp = P(a, c)(—cO —i—a)_l((—ce +a)Rp + (df — b)Rp).

Il est clairque(—c0 +a)Rp + (d6 —b)Rp C Rp + 6 Rp. Linclusion inverse est aussi vraie puisqué— bc = 1.
On a donc prouvé que, = P(a, c)(—c + a)‘lao‘ljo, ce qui nous donne le résultato

Nous avons énoncé le Théoreme 3.4 avec l'idgalkar c’est sous cette forme qu’on I'énonce habituellement
dans le cas quadratique. Le méme résultat est encore valable audzienb, qui sont peut-étre plus concrets.

On remarquera qu’un polynénfe unitaire donne toujours la classe principale dergl), puisque dans ce cas,
le dénominateur de est simplement 1.



10 D. Simon/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003) 7-10

4. Exemples

Nous donnons tous nos exemples dans le ca® eiZ.

Il est bien connu que I'application qui associe un élément du groupe de classes a une classe d’équivalence d
formes quadratiques primitives irréductibles de discriminant fixé est une application bijective (voir par exemple [2,
87]).

Les classes d'équivalence des formes cubiques (module(Z3L et pas seulement $(Z)) sont en
correspondance bijective avec les ordres (non nécessairement maximaux) des corps cubiques : voir [4]. Cett
correspondance est donnée de la maniére suivante : a cRagueassocie son anneau invaridnt. Inversement,
pour un ordre cubiqué, soit 1, «, 8 uneZ-base de&). L'indice I (x, y) deax + By est la forme cubique associée
a 0. Nous voyons donc dans ce cas que deux formes cubiques sont équivalentes si et seulement si elles ont |
méme anneau invariant. En particulier, il y a exactement une classe dans le groupe de classes qui est I'image d'un
forme cubique.

L'exemple suivant montre que ce n’est pas toujours la classe principale. Cet exemple a été calculé a l'aide
de PARI / GP (voir [1]). Soit L le corps cubique cyclique de discriminant?6%on ordre maximal est 'anneau
invariant deP = 2x3 4+ 9x2 + 3x — 2. Le dénominateur (ou le numérateur) d’une ra¢rde P est de norme 2.

Dans ce corps, il y a trois idéaux conjugués de norme 2, qui sont tous non principaux (d’ordre 3 dans le groupe de
classes). Nous voyons donc que I'imageRlest un élément d’ordre 3 de @)).

Nous finissons en donnant un exemple de deux formes quartiques non équivalentes ayant le méme annes
invariant et la méme image dans le groupe de classes. Considérons 'unique corps qLddtgleament complexe
de discriminant 189 (voir [5]). Ce corps est engendré par une racipe gex* — x2 + 3x2 — x + 1 ou alors par
une racine dg = —x* + 2x3 — x — 1. Ces deux polyndmes ont le méme anneau invariant (dans ce cas, c’est
I'ordre maximal deL puisque l'indice est 1). lls sont tous les deux associés a la classe principale puisqu’ils sont
unitaires. lls ont les mémes invariartet J (I = 18 etJ = 135). Pourtant ils ne sont pas équivalents puisgiie
ne prend que des valeurs positives Rualors queps ne prend que des valeurs négatives. On voit ausspg
— p2 nNe peuvent pas étre équivalents puisqu’ils n’ont pas le mEimeariant. On trouvera dans [3] un algorithme
général pour tester I'équivalence de deux polynémes quartiques ayant les mémes invatadnts

5. Lecasdesformesnon primitives

Lorsque 'anneatR est principal, on peut facilement se ramener au cas des formes primitives. L& stest
plus principal, ce n’est pas toujours possible. Nous proposons donc des nouvelles formules dans ce cas. Nou
disons que la forme estquasi-primitivesi I'idéal fractionnaireD = " a; R est inversible (c’est toujours le cas si
R est un anneau de Dedekind). Cet idéal est stable par I'action glRpkur P. LorsqueP est quasi-primitive,
on définit 'anneau invariant d& parRp = R ® P1()D™ 1 @ --- @ P,_1(0)D1, et le dénominateur de par
b=PoDIRp + PL(@)DIRp +---+ P,_1(0) D"1Rp. Les idéawn etJ; sont définis de maniére semblable. En
tenant compte de I'idédD, on peut généraliser tous les résultats de cette Note.
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