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Résumé Soit Y = (¥s),<1 Un processus stochastiqueXetun vecteur aléatoire. Pour le critére de
minimisation L,, 'ensemble des meilleures approximationsXiguand on ne connait la
trajectoire de¥’ que jusqu'a l'instant est I'ensemble des J-médianes conditionnelles de
X sachant(Ys), ;. Sila trajectoire d&’ n'est observée qu’en un nombre fini d'instants,
on montre, dans certains cas, que la multiplication des instants d’observation permet de
retrouver asymptotiquement la meilleure approximation possibl& d@our citer cet
article: B. Cadre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 545-548.
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Stability of conditional median under discretization of filtrations

Abstract LetY = (¥;)y<1 be a stochastic process akiche a random vector. For the,kminimizing
criterion, the set of best approximationsXfwe can get when the path &fis known until
timez is the set of conditionnal j-medians ofX given (Ys), ;. Assume that the path of
is only observed in a finite set of times. In some cases, we show that the multiplication of
the observation times allow us to rediscover asymptotically the best approximatiowef
can get.To citethisarticle: B. Cadre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 545-548.
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1. Introduction

Sur I'espace probabilisé, A, P), on considére la filtrationd;),<1 engendrée par un processus
stochastiqué’ = (¥;),<1 & valeurs réelles, supposé continu a droite, pourvu de limites & gauche, et on se
donneX €L, (p > 1) un vecteur aléatoire & valeurs d&ts On s'intéresse ici au probléme de la meilleure
approximation deX lorsque la trajectoire d& n’est connue que jusqu’au temps: 1. Habituellement (et
en dimensiork = 1), on considere qu&[X|F,] répond au probléme car elle est solution d’'un critére de
minimisation quadratique. Cependant, bien d’autres critéres de minimisation sont tout aussi naturels. Par
exemple, le critére . méne a I'ensemble des,kmédianes d& sachantf; enw € Q, notéeM,(X|F;) (),
défini comme étant 'ensemble des points qui minimisent la fonction

o= ¢(a, t)(w)Z/IIX—OtII”PX\:ﬂ(dx,w),
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ou Py, désigne une distribution conditionnelle #esachant; telle que, pour simplifierPx|g, (-, ) est
p-intégrable pour toub € 2 et .|| est une norme fixée si®*. On montre facilement que cet ensemble
est un compact non vide (voir [4] et [2]). D’autre part, le éas p = 1 correspond a la notion classique de
médiane conditionnelle (voir [4]).

Sil'on ne dispose maintenant que d’une information partielle apportée par I'observatioseddement
en un nombre fini d’instants, peut-on considérer que la multiplication des instants d’observation permettra
de retrouver asymptotiquement la meilleure approximation possibemteur le critére L, ? Précisement,
soit une suite de partitions,),>1 de[0, 1] telle que pourtout > 1 :7m, ={0=15 <t <--- < t,’jn =1},
7y C a1 €L Max [t — ¢ 1| — 0. On noteY™ le processus étagé defini pef = Yf,” sis e, 1 [ et
Yl = Ytl:ln—l' et (1)« lafiltration engendrée pdf”. Soit aussiX,),>1 une suite de vecteurs aléatoires
qui converge verX dans L,. Pour toutw € 2, n > 1 ett < 1, on construitp, (-, 1) (@) commep(., t)(w),
en remplacanty|s, par Py, g», distribution conditionnelle deX,, sachantJ} vérifiant la condition
d'intégrabilité adéquate. L'ensemble des-nédianes dé&,, sachanf7} enw, i.e. 'ensemble des points qui
minimisentg, (-, 1) (w), est alors notéd/,(X,|J7)(w). L'objet de cette Note est de donner des conditions
sous lesquelledf, (X, |F}) converge versf, (X|JF;), en un sens qui sera précise ultérieurement.

2. Le résultat principal

On notera’s la convergence en probabilité#tA, B) = sup,. 4 infyep [la — b|| pour A, B C R¥,

THEOREME 2.1. —
() Pourtoutz <1,ona:

d(Mp(Xa|57). Mp(X|F)) = O

(if) S pour P-presguetout w € Q et tout r < 1, M, (X|JF;)(w) ne contient qu’' un seul élément et si toutes
les (J;):<1-martingales sont p.s. continues, alors:

sgfd(Mp (Xa|F2). My (X|F)) 0.
IS

Remarque 1. — Les résultats ci-dessus ne peuvent étre obtenus pour la distance de Hausdorff. En effet,
si Y est un mouvement brownien réel standarg,= {k/n, k=0,...,n} et X = Y121{y, -y, 2>0}, ON
rnontre facilement que p.sM1(X|F1/2) = [MIn(0, Y1/2), max(0, Y1,2)] et Ml(X|3"§/2) = {0} si n est
impair.

Remarque 2. — La condition d’unicité de (ii) est vraie, par stricte convexité, au moipssil (voir [2]).
De plus, la condition de continuité de (ii) est vérifiée lorsduest un processus de Feller continu.

3. Les preuves
On ne montre que (ii), la preuve de (i) s’en inspirant. Dorénavant, on suppose que les hypothéses du
Théoréme 2.1(ii) sont satisfaites. Or, pour toute suite de variables aléatoires (Egllgs: qui converge

dans Ly vers une variable aléatoire intégratile E[U,|37] £ E[U|3F,;] pour toutr < 1. Comme le
processusE[U|J;]);<1 est une martingale continue, on déduit de [1] que

P
SUP|E [Ua|F7] — E[UIF,]| > 0. @)
<1
D’autre part, I'inégalité suivante, valable pour taute Q, n > 1 etr < 1, se déduit facilement de la
deéfinition d'une L,-médiane :
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sup(lleell, @ € My (XulF7) (@) < 2040, Y7 (w), )

et on a la méme inégalité en supprimant les indices et exposaritdessus. Sans perte de généralité,
on pourra supposer dorénavant que pour ww Q, ¢(-,-)(w) est continue et que pour tout< 1,
M, (X|3)(w) ne contient qu’un seul élément.

LEMME 3.1.—Pour toutn > 1, sup <1 d(Mp(X,|F7), Mp(X|5F7)) est une variable aléatoire.

Démonstration. — Soit tout d’abordr < 1. D’apres [4] pour le cap = 1 et une adaptation facile pour
le cas genéral, la multi-applicatian — M,(X,|F})(w) est mesurable (on adopte ici la définition de
mesurabilité donnée par [3]) et donc, d'aprés le Théoréme 11.7 de [3], on peut trouver une famille
de sélections mesurablds;); telle que pour toutw € @, (y;(w)); est un sous-ensemble dense de
M,(X,|F})(w). De méme, si pour toub € Q, m,(w) désigne l'unique élement d&f,(X|3;)(w), m;
est une variable aléatoire. Alors, pour taug O :

[d(Mp (Xal37), Mp(XI5)) <a] = () [lyi —mill <a],

i

et le dernier ensemble est dadsAinsi, d(M,(X,13}), M,(X|F;)) est une variable aléatoire. Pour finir,
il suffit de montrer que l'application— d(M,(X,|37})(w), M,(X|3F;)(w)) est continue a droite s{i@, 1[,
pour toutw € Q. Soit (), une suite dg0, 1] qui décroit vers € [0, 1[. Pour toutk assez grand, on a
g7, =37 etdonc

|d(Mp(Xa|F7,) (@), My (X|F7,) (@) —d(Mp(Xa]F)) (@), Mp(X|F)(@))] < ||my (@) —my()]].

Il reste & montrer quer, (@) — m;(w). Par continuitéy = 2sup<; ¢ (0, Y7 (w) < co d'ol, d’apres (2),
on peut extraire de toute suite une sous-sitg telle que(mtkl (w)); converge vers. Ainsi,

¢(x, 1)(w) =lim ¢ (my, (w),tk,)(w)zlign Jﬂ‘ir“’(“’”‘”(‘”):| inf @, )(w),

lall<r

la derniére égalité provenant du théoréme d’Ascoli. Comme) est 'unique élément d&f,, (X |J;)(w),
on en déduit que = m,(w), et donc quen, (w) - m;(w). O

LEMME 3.2.—Pour toutr > 0,0na:

P
sup sup g, (e, 1) — p(a., )] > 0.
1< lell<r

Démonstration. —On note L = { f,,, lla|| < r} si pour toutw € R¥ : £, (x) = ||x — «||?, x € R¥. Fixons
e > 0. Par intégrabilité uniforme, on peut trouvérs> 0 tel queP (| X, || > K) <&, E[II X, I” Ijix, 1> k}] <
¢ pour toutn > 1, et de méme en remplacaxif par X. Notons LX la restriction des fonctions de la la
boule fermée d&*, centrée et de rayok. D’aprés le théoréme d’'Ascoli, il existe wrréseaur (¢) de LX
contenu dans £. Avec un calcul facile et I'inégalité de Doob, on en déduit que pour un cartaif, on a
pourtoutn > 1 etf > 6e¢ :

P(sup sup [gu(@.0) —p(@n|>B) <+ > P (sup\E[g(Xn)ls":’] — E[g(0)1F]| = 5).
(<1 all<r B ety i<t 2

Le lemme est maintenant une conséquence directe de ().
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Preuve du Théoréme 2.1 — Soitr > 0 suffisamment grand &t la probabilité définie pour tout € A
par P-(€) = P(E|sup<y ¢(O, nYP < r/3). D’aprés le Lemme 3.2, on peut extraire de toute suite une
sous-suiteny ) pour laquelle la convergence du Lemme 3.2 a letp.s. NotonsA(r) I'événement de
P.-mesure 1:

A(r) = |supp(0, Y7 < = sup sup |gn, (@, 1) — p(e, )] — 0|
<1 <L lall<r

Fixonsw € A(r) ete > 0. Pour tout, il existeu,, [0, 1] etm,, Mp(Xnk|3"”" )(w) tels que

Mnk

ngd(Mp (X 1F7*) (@), Mp(X|F) (@) < & + Il — g |, ®3)
Is

Si x,,, désigne l'unique élément d¢, (X[Fu, ) (@). D’aprés (2) et comme € A(r), on a pour touk assez
grand:

sup(llell - € My (X |F3¢ ) (@) < 25Uppa, (0, Y (@) < 35Upp(0, N7 () < 7.

k <1 <1

De toute sous-suite d@y)i, on peut alors extraire une sous-s(ﬁé)k telle queuni = Uy X1 X1 et
m,1 = x2. Par continuité et par définition d&(r), on en déduit que

o (X2, u)(w) = |I]r(n gon%(mn%, un%)(a)) =Ilim inf gpn%(a, un%)(w) = IIIrcn

inf .
lell<r I<r plo @)

lell<

Ainsi, en utilisant le théoréme d'Ascolp(x2, u)(w) = infe(-, u)(w), I'inf étant pris sur la boule fermée de
R, centrée et de rayon CommeM,(X|F,)(w) est contenu dans cette boule d’aprés f2)est I'unique
élément deM,(X|J,)(w). En reprenant des arguments similaires, on montre de mémegiqgseyo, et
donc que||mn% — x"%” — 0. Comme(n,%)k a été extraite de n'importe quelle sous-suite(dgy, on a

lmn, — x|l = O ce qui entraine avec (3) quR-p.s. :

ngd(Mp (X |F75), Mp(X1F7)) — 0.
IS

La suite(ny); étant extraite d’une suite quelconque, on a donc grace au Lemme 3.1 :

supd (M, (X [57). Mp(X|T0)) > O
I

en P.-probabilité. En faisant croitrevers l'infini, on en déduit le théoréme a partir de I'inégalité de Doob
etduLemme 3.1. O
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