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Résumé On prouve I'existence d’'un transfert lisse entre les intégrales de Kloosterman absolues
et les intégrales de Kloosterman relatives a une extension quadrafiquee citer cet
article: H. Jacquet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 229-232. O 2002 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Smooth transfer of Kloosterman integrals

Abstract We establish the existence of smooth transfer between absolute Kloosterman integrals and
Kloosterman integrals relative to a quadratic extensiancite this article: H. Jacquet,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 229-232. 0 2002 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Enoncédu résultat

SoientE/F une extension de corps locaux non-archimédiens ét* — {41} le caractére quadratique
correspondant. On note— x I'élément non-trivial du groupe de Galois. Sgitun caractére additif non
trivial de F etm > 1 un entier. SoitV,, le groupe des matrices trigonales strictes dang/3let A,, (F)
I'ensemble des matrices diagonales dahen x m, F). On fait opérer le group&/,,(F) x N, (F) sur
M(m xm, F) par:g+— 'nign>. Sig estune matrice: x m eti un entier, 1< i < m, on désigne pat;(g)
le déterminant de la sous-matrice formée dpsemieres lignes étpremiéres colonnes de Les fonctions
A; sont des invariants de I'action. Séit N,,,(F) — C* le caractere défini pa&(n) = ¥ (> nji+1). Ainsi
(n1,n2) = 6(n1n2) est un caractere du groupe proddit, (F) x N, (F). Si ® est une fonction lisse a
support compact suv (m x m, F) etg € M(m x m, F) on définit I'intégrale de Kloosterman :

Qg vig) = / ®('n1gn2)8(ninz) dnydnz -

I'intégrale est prise sur le quotient du prodidf, (F) x N, (E) par le stabilisateur dg dans le produit;
I'élémentg est pertinent, c'est-a-dire qééniny) est trivial sur le stabilisateur de Si g est pertinent et
A (g) =0 alorsA,,—1(g) # 0. En particulier, poutt € A, (F), a = diaglaz, az, ..., an), a est pertinent
lorsqueayaz - - -a,,—1 # 0; alors on écrit aussi :

Q(d, Va1, az,...,ay,) = / @(’nlanz)H(nlnz) dnqdno.
Ny X Ny (F)
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On définito,, : A, (F) — F par
om (diagas, az, ..., am)) = ai(a1az) - - (a1az- - - apm_1)

et on pose
QP ¥ :a) = |om(@)| (P, ¥ 1a).

De méme, soitd im x m, E/F) I'espace des matrices hermitienmes m. Le groupeN,, (E) opére sur
H(m xm, E/F)parg — "ngn. Les fonctionsA; sont encore des invariants de cette action. Beit 0 (ni)
le caractere du groupé,, (E) défini pard (nn) = ¥ (3 nii+1 +7ii+1). Soit W une fonction lisse & support
compact suH (m x m, E/F). On définit les intégrales de Kloosterman relati®asl, E/F, v : g) pour les
éléments pertinengsde H (m x m, E/F). En particulier, pout € A, (F), comme plus haut est pertinent
Siaiaz---am—1#0 et

QWW,E/F, vV :a) :/ W ("ian)6 (nm) dn.
N (E)

On pose aussi
QV, E/F/y:a)=n(om(a)) lowm(@)| ,Q¥, E/F. V¥ a).
On écrit® X) W si Q(o, via)= Q(W, E/F, v :a) pour touta pertinent dangt,, (F).

THEOREME 1.1. — Pour chaquefonction @ il existe unefonction ¥ telle que ® Ly et réciproquement.

Pourr entier, on désigne par, la matrice de permutationx r dont les éléments anti-diagonaux sont 1.
Les éléments de la forme

Win, A1 0 0
0 0 cee Wy, Ar

avecmi+mo+---+m, =m,ay,az,...,ar € F, Ay (g) #00UA,,_1(g) # 0 forment un sytéeme commun
de représentants pour les deux ensembles d'orbites pertinen@sﬂS]! ona

QP Y g) =y ¥R, E/F:g)

avec des facteurs de transfertg, /) [2]. LorsqueF est un corps de fonctions, le résultat précédent et
le lemme fondamental de Ngo [6,7] prouvé en caractéristique positive impliquent I'existence d’identités
globales de la forme

Z @(’nﬁnz))@(nlnz) dn1dny

£eGL(m,F)

- / ( > \y(fﬁgn)>9(nﬁ)9(nﬁ) dn.
Ny (E)\Npm(Ep)

geH(mxm,E/F)NGL(m,E)

/Nm(F)XNm(F)\Nm(FA)XNm(FA) <

C’est une étape essentielle dans I'extension &#3ldes résultats de [4] (cf. [1,3,5,8,9]).

2. Transforméesde Fourier et intégrales

On définit des transformées de Fourier :
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() = / SOV (~Trwmrwa))dy, B(x) = / W)Y (~Trywprw,)) dy
M(mxm,F) H(mxm,E/F)
Onaalors:

ﬁ(i,@:al, an,...,ap)
i=m—1

i=m
=/Q(©,wip1, pz,...,pm)w<—2piam+1-i+ > '>dpmdpm_1'-'dp1, 1)
i=1

; im—i
i=1

c(E/F,y)"m=D2Q0 E/F, Y a1,az, ..., an)

=/§~2(<I>,Wip1,p2,---,pm)w< szam+1 i

Lesintégrales ne convergent pas absolument. Dans la deuxiéme formule, la carigahte)) est définie
par la formule de Weil :

i=m—1

)dpm dpm-1---dp1.  (2)

/E bW (az2) dz = n(@)e(E/F, P)lal - /E S (—atz) d:

On déduit aussitét de ces formules le résultat suivant :

PROPOSITION 2.1. — S & & W alors & & ¢(E/F, y)mm=D/2 et réciproquement.

On aussi une formule élémentaire : paus F*,

-1
|a|m2_lQ(CI>,w:wma)z/Q{dV),Wi (_w’"ala 2)} db. ©)

Il'y a une formule analogue poulr.

3. Démonstration du théoreme

Montrons par exemple que pour toditil existe W avec® 2 . on raisonne par récurrence surle
casm = 1 étant trivial. On suppose I'assertion établie patir< m. Pour 1< i <m — 1, soitO; I'ouvert
deM(m x m, F) défini parA; # 0. Si le support d& est contenu dan@; les intégrales orbitales dk se
ramenent aux intégrales orbitales d’une fonctigrsur le produit G, F) x H(m —i x m — i, F) (avec
action du groupeV; x N; x Ny, —; x Np—;). Lhypothése de récurrence implique I'existenceddavec

support dans le sous-ensembléde H (m x m, E/F) défini parA; # 0), telle qued .4 W. Considérons
maintenant la fonction

#(a) =Q(P, ¥ wna).

C’est une fonction lisse a support compact $Uf. Supposons qu’elle soit nulle. Alors les intégrales
orbitales ded sur les orbites pertinentes contenues dans I'ensetléfini par

Ar1=Ay=---=Ap-1=0

sont nulles. La fonctiod a donc les mémes intégrales orbitales qu’une fonction avec support contenu dans
le complément d€. On peut donc supposer qu’en fait teI est le cas. Alors on peut mﬁf@’ =nlg,,

ou le support deb; est contenu dan®;. On a doncd; 4 W; pour ¥; convenable etb 3.4 > i V. En
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général, il existab; avec support dang,,_1 telle que

-1
¢(a)=/sz[q>1,$: (_w’"ala 2)} db.

Il existe W, telle qued, <f> 1. Soit ®, telle que<i>2 = ®1. Alors, d’'aprés la proposition, il exist&; telle
quedr 3.4 Wy. D'aprés la relation (3) on a, pour toate F*,

QD — O9; wya) =0.

D’apres le cas précédent, il exisie; telle qued — &, <f> Y3. D'ou @ (ﬁ Wy 4+ W3, ce qui termine la
démonstration.
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