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Résumé On prouve l’existence d’un transfert lisse entre les intégrales de Kloosterman absolues
et les intégrales de Kloosterman relatives à une extension quadratique.Pour citer cet
article : H. Jacquet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 229–232.  2002 Académie
des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Smooth transfer of Kloosterman integrals

Abstract We establish the existence of smooth transfer between absolute Kloosterman integrals and
Kloosterman integrals relative to a quadratic extension.To cite this article: H. Jacquet,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 229–232.  2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Enoncé du résultat

SoientE/F une extension de corps locaux non-archimédiens etη : F× → {±1} le caractère quadratique
correspondant. On notex �→ x l’élément non-trivial du groupe de Galois. Soitψ un caractère additif non
trivial de F etm � 1 un entier. SoitNm le groupe des matrices trigonales strictes dans GL(m) etAm(F)
l’ensemble des matrices diagonales dansM(m × m,F). On fait opérer le groupeNm(F) × Nm(F) sur
M(m×m,F) par :g �→ t n1gn2. Sig est une matricem×m et i un entier, 1� i �m, on désigne par�i(g)

le déterminant de la sous-matrice formée desi premières lignes eti premières colonnes deg. Les fonctions
�i sont des invariants de l’action. Soitθ :Nm(F)→ C× le caractère défini parθ(n)=ψ(

∑
ni,i+1). Ainsi

(n1, n2) �→ θ(n1n2) est un caractère du groupe produitNm(F) × Nm(F). Si � est une fonction lisse à
support compact surM(m×m,F) etg ∈M(m×m,F) on définit l’intégrale de Kloosterman :

�(g,ψ :g)=
∫
�
(
t n1gn2

)
θ(n1n2)dn1 dn2 ;

l’intégrale est prise sur le quotient du produitNm(F)× Nm(E) par le stabilisateur deg dans le produit ;
l’élémentg est pertinent, c’est-à-dire queθ(n1n2) est trivial sur le stabilisateur deg. Si g est pertinent et
�m(g) = 0 alors�m−1(g) 
= 0. En particulier, poura ∈ An(F ), a = diag(a1, a2, . . . , am), a est pertinent
lorsquea1a2 · · ·am−1 
= 0 ; alors on écrit aussi :

�(�,ψ :a1, a2, . . . , am)=
∫
Nm×Nm(F )

�
(
t n1an2

)
θ(n1n2)dn1 dn2.
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On définitσm :Am(F)→ F par

σm
(
diag(a1, a2, . . . , am)

)= a1(a1a2) · · · (a1a2 · · ·am−1)

et on pose

�̃(�,ψ :a)= ∣∣σm(a)∣∣F�(�,ψ :a).

De même, soitH(m×m,E/F) l’espace des matrices hermitiennesm×m. Le groupeNm(E) opère sur
H(m×m,E/F) parg �→ t ngn. Les fonctions�i sont encore des invariants de cette action. Soitn �→ θ(nn)

le caractère du groupeNm(E) défini parθ(nn)=ψ(
∑
ni,i+1 +ni,i+1). Soit� une fonction lisse à support

compact surH(m×m,E/F). On définit les intégrales de Kloosterman relatives�(�,E/F,ψ :g) pour les
éléments pertinentsg deH(m×m,E/F). En particulier, poura ∈An(F ), comme plus haut,a est pertinent
si a1a2 · · ·am−1 
= 0 et

�(�,E/F,ψ : a)=
∫
Nm(E)

�
(
t nan

)
θ(nn)dn.

On pose aussi

�̃(�,E/F/ψ :a)= η
(
σm(a)

)∣∣σm(a)∣∣F�(�,E/F,ψ :a).

On écrit�
ψ↔� si �̃(�,ψ :a)= �̃(�,E/F,ψ : a) pour touta pertinent dansAm(F).

THÉORÈME 1.1. – Pour chaque fonction� il existe une fonction� telle que�
ψ↔� et réciproquement.

Pourr entier, on désigne parwr la matrice de permutationr× r dont les éléments anti-diagonaux sont 1.
Les éléments de la forme

g =

wm1a1 0 · · · 0

0 wm2a2 · · · 0
· · ·
0 0 · · · wmr ar

 ,

avecm1+m2+· · ·+mr =m, a1, a2, . . . , ar ∈ F ,�m(g) 
= 0 ou�m−1(g) 
= 0 forment un sytème commun

de représentants pour les deux ensembles d’orbites pertinentes. Si�
ψ↔� on a

�(�,ψ :g)= γ (g,ψ)�(ψ,E/F :g)

avec des facteurs de transfertγ (g,ψ) [2]. LorsqueF est un corps de fonctions, le résultat précédent et
le lemme fondamental de Ngo [6,7] prouvé en caractéristique positive impliquent l’existence d’identités
globales de la forme∫

Nm(F )×Nm(F )\Nm(FA)×Nm(FA)

( ∑
ξ∈GL(m,F )

�
(
t n1ξn2

))
θ(n1n2)dn1 dn2

=
∫
Nm(E)\Nm(EA)

( ∑
ξ∈H(m×m,E/F)∩GL(m,E)

�
(
t nξn

))
θ(nn)θ(nn)dn.

C’est une étape essentielle dans l’extension à GL(m) des résultats de [4] (cf. [1,3,5,8,9]).

2. Transformées de Fourier et intégrales

On définit des transformées de Fourier :
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�̌(x)=
∫
M(m×m,F)

�(y)ψ
(−Tr(ywmxwm)

)
dy, �̌(x)=

∫
H(m×m,E/F)

�(y)ψ
(−Tr(ywmxwm)

)
dy.

On a alors :

�̃(�̌,ψ :a1, a2, . . . , am)

=
∫
�̃(�,ψ :p1,p2, . . . , pm)ψ

(
−
i=m∑
i=1

piam+1−i +
i=m−1∑
i=1

1

piam−i

)
dpm dpm−1 · · ·dp1, (1)

c(E/F,ψ)m(m−1)/2�̃(�̌,E/F,ψ :a1, a2, . . . , am)

=
∫
�̃(�,ψ :p1,p2, . . . , pm)ψ

(
−
i=m∑
i=1

piam+1−i +
i=m−1∑
i=1

1

piam−i

)
dpm dpm−1 · · · dp1. (2)

Les intégrales ne convergent pas absolument. Dans la deuxième formule, la constantec(E/F,ψ) est définie
par la formule de Weil :∫

E

φ(z)ψ(azz)dz= η(a)c(E/F,ψ)|a|−1
F

∫
E

φ̂(z)ψ
(−a−1zz

)
dz.

On déduit aussitôt de ces formules le résultat suivant :

PROPOSITION 2.1. – Si �
ψ↔� alors �̌

ψ↔ c(E/F,ψ)m(m−1)/2�̌ et réciproquement.

On aussi une formule élémentaire : poura ∈ F×,

|a|m2−1�(�,ψ :wma)=
∫
�

[
�̌,ψ :

(−wm−1a
−1 0

0 b

)]
db. (3)

Il y a une formule analogue pour� .

3. Démonstration du théorème

Montrons par exemple que pour tout� il existe� avec�
ψ↔ � . On raisonne par récurrence surm, le

casm= 1 étant trivial. On suppose l’assertion établie pourm′ <m. Pour 1� i �m− 1, soitOi l’ouvert
deM(m×m,F) défini par�i 
= 0. Si le support de� est contenu dansOi les intégrales orbitales de� se
ramènent aux intégrales orbitales d’une fonction�′ sur le produit GL(i,F )×H(m− i ×m− i,F ) (avec
action du groupeNi × Ni × Nm−i × Nm−i ). L’hypothèse de récurrence implique l’existence de� (avec

support dans le sous-ensembleO ′
i deH(m×m,E/F) défini par�i 
= 0), telle que�

ψ↔� . Considérons
maintenant la fonction

φ(a)=�(�,ψ :wma).

C’est une fonction lisse à support compact surF×. Supposons qu’elle soit nulle. Alors les intégrales
orbitales de� sur les orbites pertinentes contenues dans l’ensembleQ défini par

�1 =�2 = · · · =�m−1 = 0

sont nulles. La fonction� a donc les mêmes intégrales orbitales qu’une fonction avec support contenu dans
le complément deQ. On peut donc supposer qu’en fait tel est le cas. Alors on peut écrire�=∑i=m−1

i=1 �i ,

où le support de�i est contenu dansOi . On a donc�i
ψ↔ �i pour�i convenable et�

ψ↔∑
i �i . En
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général, il existe�1 avec support dansOm−1 telle que

φ(a)=
∫
�

[
�1,ψ :

(−wm−1a
−1 0

0 b

)]
db.

Il existe�1 telle que�1
ψ↔�1. Soit�2 telle que�̌2 =�1. Alors, d’après la proposition, il existe�2 telle

que�2
ψ↔�2. D’après la relation (3) on a, pour touta ∈ F×,

�(�−�2;wma)= 0.

D’après le cas précédent, il existe�3 telle que� − �2
ψ↔ �3. D’où �

ψ↔ �2 + �3, ce qui termine la
démonstration.

Remerciements. Recherche financée en partie par la NSF (DMS 9619766).

Références bibliographiques

[1] H. Jacquet, The continuous spectrum of the relative trace formula for GL(3) over a quadratic extension, Israel J.
Math. 89 (1995) 1–59.

[2] H. Jacquet, A theorem of density for Kloosterman integrals, Asian J. Math. 2 (1998) 759–778.
[3] H. Jacquet, Y. Ye, Relative Kloosterman integrals for GL(3), Bull. Soc. Math. France 120 (1992) 449–558.
[4] H. Jacquet, Y. Ye, Distinguished representations and quadratic base change for GL(3), Trans. Amer. Math. Soc. 351

(1996) 913–939.
[5] E. Lapid, J. Rogawski, Periods of Eisenstein series: the Galois case, Preprint.
[6] B.C. Ngo, Le lemme fondamental de Jacquet et Ye en caractéristique positive, Duke Math. J. 96 (1999) 473–520.
[7] B.C. Ngo, Faisceaux pervers, homomorphisme de changement de base et lemme fondamental de Jacquet et Ye,

Ann. Sci. École Norm. Sup. 32 (1999) 619–679.
[8] Y. Ye, The fundamental lemma of a relative trace formula for GL(3), Compositio Math. 89 (1993) 121–162.
[9] Y. Ye, An integral transform and its applications, Math. Ann. 30 (1994) 405–417.

232


