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Résumé Nous proposons une méthode de classification basée sur I'estimation de mélanges de lois, le
point nouveau étant que les unités statistiques sont décrites par des lois de probabilité. Les
composantes du mélange sont des processus de Dirichlet, des processus Gamma pondérés
normalisés ou des processus de Kraft utilisés en satististique non paramétrique Bayesienne.
Les mélanges obtenus par des algorithmes appliqués aux marginales des composantes en
dimension finie convergent vers le mélange souhaité lorsque la dimension augmente car les
composantes sont orthogonales grace a un théoreme de Kakutani et leur support sont alors
les classes recherché&sur citer cet article: R. Emilion, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
335 (2002) 189-193. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Clustering and mixtures of processes

Abstract We propose a clustering method based on the estimation of mixtures of probability
distributions, the new point being that the statistical units are described by probability
distributions. The components of the mixtures are Dirichlet processes, normalized weighted
Gamma processes, and Kraft processes. Mixtures obtained by applying some algorithms
to the finite dimensional distributions of the components converge to the desired mixture
as the dimension increases, since the components are mutually singular due to a theorem
of Kakutani. The desired clusters are then the support of these compohemite this
article: R. Emilion, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 189-193. 0 2002 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

There are many situations where one is faced with statistical units described by probability distributions
rather than real vectors: descriptions of data categories in huge datasets, inaccurate observations,
probabilistic models in physics, etc. We propose, for such units, a clustering method based on the estimation
of mixtures of probability distributions. This generalizes well-known results obtained when the descriptions
are real vector and answers a question posed by E. Diday in the framework of symbolic data analysis
(see[3)).

We consider a random variablg : @ — P(V) where (2, F,P) is a probability space an(V)
denotes the set of all probability measures defined on a measurable(¥pade In the terminology of
some authors using Bayesian analyses of nonparametric protdesis,7,5,10]), the stochastic process
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{X4() =X()(A), A € V} is arandom distribution In most of concrete situationg will be a product
spacel_[ﬁ.’:1 V; but for sake of simplicity we assume here tivat= [0, 1).

Let f; = X' (w) be thei-th observation from a sampk”, i =1,...,n, of X.

Real vector case. Givenxi, x2, ..., x, € R” n observations of a sample of sizédrom a random vector
X : (2,P) — RP, the mixture problem of estimating the distributi@ty of X as a simple mixture (that
is a convex combination) },_;  x pk Px of distributions P, belonging to a specific parametric family,
has been widely studied. An efficient method is given for example by S.A.E.M. algorithm [1], a stochastic
approximation version of the popular E.M. algorithm. There is also a clustering approach of this problem
given for example by DS algorithm [4].

Discrete distributions. df X (w) is a discrete distribution for a.av, we will assume thatPy =
E —1 PsDs (a5 Bs) is a mixture of normalized weighted Gamma processeg[$,10]).

Let! > 2 be an integer and ley = (["2, , 2,) k=1,...,2") be adyadic partition ofo, 1). Define the
random vectoX (o7) by X (07) (w) = (X (w)(Vy)), .. X(a))(szl)) whereVy =[5 o 2,

Noticing that if X ~ D(«) is a Dirichlet process with parameter a probablllty measur(esee[B]),
thenX (o7) is a standard finite dimensional DirichtB{(« (V1y), ..., a(Va;)) = D% (a), we see thaPy =
Ele psDs(as; Bs) implies that the distributioy’ of the random vectok (o;) is S K DY (s Bs).

Then S.A.E.M. algorithm applied tf (V1), ..., fi (Vo) estimateile ps DS (a; Bs). As the number
of iterations increases, the algorithm yields mixing coefficigni®;) (the prior probability of cluster),
normalized weighted Gamma distributioiis; (0;), and numbers;;(o;) (the posterior probability of
clusters given f;). The behaviour of these finite-dimensional mixtures is given by the following:

THEOREM. —Suppose thatPy = ZlepsDS(as;ﬂs) is a simple mixture of normalized weighted
Gamma processes where thg's are distinct finite probability measures equivalent to the Lebesgue
measure oii0, 1] and theg,’s are strictly positive functions. L& be the support aD; («; ;) so that the
support ofPx is [ JX_; S;. Then

(i) The finite-dimensional distributions &% («s, Bs) are equivalent.
(i) The distributionsD, (as; B5) are mutually singular so that th& are disjoint.
(i) There exists measurable se{sC S, with Px (Ss\S;) = 0 such that if f; € US 1S i=1,.
then S.A.E.M. algorithm applied to th&'s and theo;’s yields numbers; (o;) and p,(o7) such that

lim 7i5(o) =1 if fi €;,
[—00
Nim (o) =0 if fi ¢ S;,

lim lim ps(o1) = ps.

n—oo|/

A similar result holds for DS aIgorithns(aeSectlon 5).

Continuous distributions. -When the probability measures) (w) are absolutely continuous w.r.t.
Lebesgue measure with densify, we replace the above Gamma processes by processes defined by
Kraft [9]. We prove that these ones are mutually singular too and we obtain a similar result to the above
theorem for Kraft process mixtures. We also prove that the finite dimensional distributions converge weakly
if the f;’s lie in some standard function spaces.

1. Lois aléatoires

Classifiern réalisations d'un vecteur aléatoide par estimation de sa Iy comme mélange de lois
classiques est une méthode bien connue quand il s'agit d’'un vecteur réel. Nous nous proposons d’étendre la
méthode quand les unités statistiques sont décrites par des lois de probabilités, répondant & une question de
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E. Diday dans le cadre de I'analyse de données symboligoag2]). Ce type d’'unités apparaissent dans
plusieurs situations concrétes : description de catégories de données issues de grandes bases de données,
observations imprécises, modéles probabilistes en physique, etc.

Soit donc une v.aX : @ — P(V), ou (22, F,P) est un espace probabilisé V) I'ensemble des
probabilités définies sur un espace mesurghble)). Selon la terminologie de certains auteurs utilisant
des analyses bayesiennes de problémes non paramétriquie$s(7,5,10]), le processus stochastique
{Xa()=X(-)(A), A eV}estune loi aléatoire.

Soit f; = X! (w) lai-eme observation d’'un échantillof’), i =1,...,n, deX.

Dans la plupart des situations concretésera un espace prodLIin.’=1 V; mais pour simplifier nous
supposons ici qu& = [0, 1).

L'idée de notre méthode est de partitionriéren une partition finie(Vi)x=1,.. . et d'appliquer des
algorithmes connus aux vecteurs régléV;). Le probleme est de trouver des composantes telles que le
mélange obtenu converge lorsque les partitions se raffinent. Nous distinguons deux cas.

2. X(w) est une loi discrete

2.1 Lois Gamma pondérées normaliséesSeit y (a, b)(x) = F(la)b“ e‘hxx“‘ll(x>o) la densité d'une

loi Gamma. Soitg une fonction strictement positive définie sRr., By («, 1) étant integrable. Soit
co(B) > 0 telle quey? (o, 1)(x) = co (B)B(x)y (a, 1)(x) soit une densité de probabilité. La loi Gamma
pondérée normalisé® (a1, ..., o B) est la loi du vecteur de probabilités, ..., Z) pour desZ; ~

yP (@i, 1) indépendantes avet= Z; + - - - + Z;. PourB = 1 c’est la loi classique de Dirichlet.

2.2 Processus de Dirichlet et processus GamméBeit « une mesure suf0, 1]. Une loi aléatoire
X : Q — P(V) est dit processus de Dirichl@(«) si pour toute partition finigB1, ..., Bx) de [0, 1],
le vecteur aléatoiréX (B1), ..., X(B¢)) suit une loi de DirichletD(«x(B1), ...,a(By)). Les processus
GammaD(«; B) se définissent de maniéere identique. Ces processus construits par Fexgus{ {])
(resp. Dykstra et Laud [5], et Lo [10]) sont tels gMéw) est une probabilité discréte pour put.

2.3 Mélanges de processus. Soit X : Q — P(V) mélange de processus Gamma au sens suivant :
X =73 1. x Lu=sZs ol lesZ; sont des processus Gamma B¢V) et U une v.a.r. indépendante des
Z et prenant la valeur avec probabilité;.

On considére des partitions dyadiques= (Vi = [kz—‘,l, %), k=1,...,2") de plus en plus fine.
L'algorithme S.A.E.M. appliqué aux vecteurs rééfs(Vy), ..., fi(Vo;)), nous estime les paramétres des
lois Gamma fini-dimensionnelles dépendanbgainsi que 1y = ps(o1) (resp.tis(o;)) la probabilité a
priori (resp. & postériori) de la classe rechercigéresp. sachant;).

Notre principal résultat montre que ces estimations approchent le mélange qui donne I¥ let dae
les classes recherchées sont les supports disjoints des composantes de ce mélange.

THEOREME 1. —Supposons quBx = Zusl psDs (as; Bs) soit un mélange simple de processus Gamma
normalisés avec des probabilités distinctes absolument continues diix;, 1]. Soit S; le support de
Ds(ay; Bs) (le support dePy est donde(:1 Ss). Alors

(i) Les marginales finies dimensionnelles desjsx;,, 85) sont équivalentes.
(i) LesloisD;(ay; Bs) sont mutuellement singulieres et I§ssont disjoints.

(iii) 1l esite des ensembles mesurab¥és S tels quePx (S;\S;) =0etsi f; € Ule Si,i=1...,n,

alors les nombres; (o;) et ps (o) vérifient

lim #i5(0)) =1 sifi €S,
[—>00 '
lim #5(01) =0 sifi ¢S;,
[—00

lim lim ps(o7) = ps.
n—>o0 [—o00
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Un résultat analogue se démontre pour I'algorithme DS.

3. X(w) est une loi absolument continue

3.1 Processus de Kraft. Soit Z = {Z,>»; r=1,2,..., k=1,3,...,2" — 1} un ensemble de v.a.r.

indépendantes telles que0Z; > < 1etE(Zy o) = % Soit F; une suite de fonctions de répartition sur
[0, 1] définies par récurrence

1
F1(0) =0, F1 <§) = Z1/2, F1(1) =1,

1 1
Fy est affine sun0, = | et|=, 1],
vestatine s, 5 et 5.1

k k—1 k+1
F (§> = FZ_l(T) A= Zy2) + 171—1(7) Zyyals

F; est affine sur les intervalles dyadiques.

Soit g; la dérivée deF;. Sous certaines conditions
Fi(x)— F(x) et g(x)— gx)=F'(x) sil— +oo. Q)

On note alorg = Kraft(Z).
On supposeraque laldi; deZ; » a une densité de type exponentielle a support tat®s, (k+1)/2).

3.2 Mélanges de processus de KraftGn dira queX est un mélange de processus de Kraft s'il exite
des suiteZ®) commeZ ci-dessus ainsi qu’une v.&., indépendante de&®), prenantk valeurs distinctes
ui, ..., ug, telles que

K
X= Z 1(U:L,S)Kraft(Z(s)) s
s=1

PU = ug) = ps.
On obtient alors un résultat analogue au Théoréme 1 :

THEOREME 2. —

(i) Les marginales finies-dimensionnelles des processus de Kraft sont équivalentes.
(i) Kraft(z®) etKraft(Z") sont mutuellement singuliéresssi ¢.
(i) im0 tis(07) =tis (=10u0) etlim,_, oo limy_. ps(07) = p;.

3.3. Convergence faible. Si les observationg; sont dans des espaces fonctionnels tels@{0el],
L,[0,1] (1< ¢ < 00), ou I'espaceD[0, 1] de Skorohod, on montre une convergence de type faible de la
loi marginalePy' vers Py .

4. Principaux points des démonstrations

Théoremel. — |l est bien connu que®;(«’; B’)/dD;(a; B) est uneD(a; B)-martingale. SiX est un
processus de Dirichlé?(«) alors il existe une suite i.i.dZ, , de loi« telle que le support de la probabilité
discreteX (w) soit une partie de I'ensemble aléatofig o (w), V2.4 (@), ..., Vy.o(®), ...} [6].

Mais si o et o’ sont distincts et équivalents a la loi uniformesur [0, 1], alorsf g—‘;% <1 par
l'inégalité de Cauchy—Schwarz ¢§ /9% % )" — 0 sin — +oo. Un théoréme de Kakutanigir [8],
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o0 o
p. 453) montre alors que les mesures proc@a et@a’ sont mutuellement étrangéres. On en déduit
n=1 n=1
gueD(a) etD(a’) sont mutuellement étrangers ainsi ddéx; B) etD(a’; B).
A l'itération ¢ dans I'algorithme S.A.E.M., on observe alors que

1 ParGori(fi(01))
14 (o) = Pk Gou(fi(o1)

card’une parp,,/ pyr < c(n) pour une constantgn) ne dépendant que de la taille de I'echantillon et telle
que lim,— » c(n) = 0, et d'autre part le théoreme des martingales implique que.lim Goy(f; (07))/
Gor (fi(o7)) =0. On obtient alors

.....

n n

lim pi(oy) =
[—o00
etcommex®, ..., X® estiid.~ X, lim,_ oo iMoo pr(07) = Px (Sk) = pr.
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