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Résumé On donne des résultats de régularité optimale de la solution d'une équation parabolique
posée dans des domaines non rectangulaires deUt)bpeUte]O 1[{t}>< I; avecl; = {x :
0 < x < ¢(¢)}. Deux modéles sont étudiés. Pour le premier, on consigépe= t* avec
a > 1/2 et la régularité optimale est obtenue pour des seconds membres réguliers, grace
essentiellement a un résultat de Labbas et Terreni [7]. Ce cas se généralise ¢arsque
est holdérienne. Le deuxiéme modéle correspond au cas lirite= /7 et la régularité
maximale est obtenue pour des seconds membres uniqguement dns IL < p < oo,
grace aux résultats de Dore—Venni [Baur citer cet article: R. Labbas et al., C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 1017-1022.
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On aparabalic equation in a noncylindrical domain

Abstract We give some results about the optimal regularity of a solution to a parabolic equation,
set in non cylindrical domaing/ = U 0. )< I with I = {x : 0 < x < ¢(®)}. TWo
models are studied. In the first, the funC{I(D(Y) = t* with @ > 1/2 is considered and
the optimal regularity is obtained when the second member is regular. We use Labbas and
Terreni's results [7]. This study is generalized whepl is Holderian. The second model
corresponds to the limit caggr) = 4/ and the maximal regularity is obtained for second
members taken only in(U), 1 < p < co. Here, we use Dore—\Venni’s results [3p cite
thisarticle: R. Labbaset al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 1017-1022.
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Abridged English version

This Note is devoted to the study of the following autonomous parabolic equation
{Dtu(t,X) — D?u(t,x) = f(t,x),

upU-ro =0.
set in the curvilinear triangl& defined by

)

= J x1,

t€]0,1[
wherel; = {x : 0 < x < ¢(®)}, ¢ : [0,1] — R a continuous function antlg = {1} x 10, 1[. The right-
hand termf is taken in ”(U). Eq. (1) represents Fick’s second law which modelizes, for instance the
concentration (of atoms)(z, x) at timer in a positionx (like the carburization of steel) in a homogenous
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system (pure metal or any alloy). It is also the modelization of the lateral diffusion of a pollutant in a flow
of river with variable width.

We are especially interested in the question: what conditions the furctimrst verify in order that prob-
lem (1) has a solution with optimal regularity, that is a solutidrelonging to the anisotropic Sobolev space

HY2(U) = {u e LP(U) : D, Dju e LP(U), j =1,2}?
One positive answer is given in the first case of a regular second mefintieat is when the function—
@' (t)p(r) is Holderian. So we consider the model case) = *, with the following hypothesis
N12<a<p-1,

(i) p>a/Qa—1).
Let us introduce the following subspace df(V) (with a slight abuse):

1 @) o) — !
LZZG(O,l;Wi‘”’)Z{feLP(U):/ so(r)?-’ap/(p /¢ SAUE b AL dxdx’dt<oo}.
0 0 0

|x _x/|2zrp+l

(H)

The second positive answer we give is for a right-hand term taken only (&L, with p > 3/2. It is the
case of the particular functiop(¢) = /7.
The main results for the first and the second cases are respectively:

THEOREM 1. —Assume that (H) is verified. Given o €10, 1[ suchthat0 <o < 1/2p and o < 20 — 1.
Then, for any f ngﬁ (0, 1; W‘%"”’), problem (1) hasa unique solutionu € HL2(U) fulfilling the regularity
properties: u, D;u, Dyu and D2u belong to L’;zg 0, 1; W27y,

THEOREM 2. —Let p > 3/2. Then, for any f € L”(U), problem (1) hasa uniquesolution u € HL2(U).

This work is an extension of the Hilbertian cage< 2) studied in Sadallah [10]. The change of variables
(t,x)— (t,y) = (¢t,x/t*) transformdJ into the rectangl& =10, 1[ x ]0, 1[. Puttingu(z, x) = v(¢, y) and
f(t,x)=g(t,y), problem (1) is transformed, if2, into the degenerated evolution problem

9(t)>Dyv — D3v — ¢ (1) yDyv = 9(1)%g (1, y),

vpu-r; =0,

)

with 'y = {1} x 10, 1.

It is easy to see thaf € L?(U) if and only if g =2t1/Ph € LP(Q), i.e., iff the functionk = ¢?g lies in

the closed subspace of [2) defined by
E={helP(0,LLP(0,1):¢ *"/PheLP(0,LLP(0,1)}.
This space is equipped with the nofiml| g = ¢ =2/ ?h|Lr0.1Lr0.1))-

We can find in Favini and Yagi [5] a study of some abstract degenerated problems of parabolic type. These
authors have particularely used the notion of multivalued linear operators and constructed fundamental
solutions when the right-hand side has a Holder regularity with respect to the time. In Savaré [11],
parabolic problems in non cylindrical domains are considered in the hilbertian case. The author obtains
some regularity results under assumption on the geometrical behavior of the boundary which cannotinclude
our triangular domain. Hofmann and Lewis [6], have also considered boundary value problems for the heat
equation in non cylindrical domains satisfying some conditions of Lipschitz’s type. They showed that the
optimal L? regularity holds forp = 2.

Our approach is different from the previous methods: It is based on the direct use of operators sums in
L? space. This is naturally suggested by Eq. (2). In the first model, we use Labbas and Terreni results [7].
For the second one, we use the remarkable Dore—Venni’s theorem given in [3].

Observe that we can extend the present method to higher dimensiong&well as for other spaces.
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1. Introduction

On étudie le probléme parabolique (1) posé dans 'ouvert triangulair®rsque f est dans E(U).
L'équation(1) représente la deuxieme loi dite de Fick modélisant, par exemple la concentration (en atomes)
u(t,x) a linstantt et au pointx (comme la carburation d’'un acier) dans un systéme homogéne plan
triangulaire (métal pur ou alliage quelconque). Elle modélise aussi la diffusion latérale d’un polluant dans
une riviére a largeur variable.

Une étude de problémes abstraits dégénérés de type parabolique est faite dans Favini et Yagi [5]. Ces
auteurs utilisent principalement la notion d’opérateurs linéaires multivoques et construisent des solutions
fondamentales lorsque le second membre posséde une régularité héldérienne par rappsipeobléemes
paraboliques dans un domaine non cylindrique (cas hilbertien) sont considérés dans Savaré [11]. L'auteur
obtient des résultats de régularité grace a des hypothéses sur le comportement géomeétriqgue du domaine
qui excluent notre domaine triangulaire. Hofmann et Lewis [6] ont considéré un probléme de Neumann
pour I'équation de la chaleur dans un domaine non cylindrique dont le bord vérifie une condition de
Lipschitz. lls montrent que le résultat optimal est obtenu pgour 2. Notre approche est différente pour
le probleme particulier gu’on étudie. Elle est basée sur une utilisation directe des sommes d’opérateurs et
leurs perturbations dans I'espacé & poids. Cette méthode s’étend au cas de dimension)(efordre
supérieur, ainsi qu'a d'autres espaces.

On s’est particulierement intéressé a la question : quelles sont les conditions cuir assurent
une régularité optimale pour la solutian du probleme (1) a savoir dans I'espace de Sobolev
anisotrope H2(U) ?

Une premiére réponse positive est donnée pour un second mgmégelier. C'est le cas ou la fonction
t = ¢ ()e(t) est hdldérienne. Comme modele, on prengdia = r* avec I'hypothese (H).

Une deuxiéme réponse positive est donnée pour un second mgdurelconque dansA(U) avec
p > 3/2 dans le cas limite(¢) = +/¢. Le résultat essentiel de ce travail est donné par

THEOREME 1. —Supposons que (H) soit vérifiée. Soit o € ]0,1[tel queO <o <1/2p et o < 200 — 1.
Alors Vf € ngﬁ (0, 1; Wff’”’), le probléme (1) admet une unique solution u € HL2(U) vérifiant les

propriétés derégularité: u, D,;u, Dyu et D2u appartiennent & nga 0, 1, W27y,

THEOREME 2. —Soit p > 3/2 alors pour tout f € L?(U), le probleme (1) admet une unique solution
u e HX2(U).
P

Dans le premier cas on utilise le résultat de Labbas et Terreni [7]. Pour le second, on utilise le théoréme
de Dore et Venni [3]. Rappelons brievement I'essentiel de ces deux approches.

2. Sur lessommes d’ operateurs

2.1. Premiéreapproche
Un opérateurA linéaire fermé injectif dans un espace de Bandtlest dit sectoriel siD(A) et
Im(A) sont denses dans, ]—oo, 0 C p(A), (p(A) est I'ensemble résolvant de) et IM > 1 telle que
(A +:I)~1|| < M pour toutr > 0.
Soint A et B deux opérateurs linéaires définis dans domainesD(A) et D(B) denses. Leur somme
est définie pasSv = Av + Bv, olv € D(S) = D(A) N D(B). On suppose que
e (DG1):ilexister >0, €4, ep telsquec s+ €p > m, p(—A) etp(— B) contiennent respectivement les
secteursse, ={z: |zl >r, |Arg(2)| < e€a}, ey ={z:|z] > r, |Arg(2)| < €p} et||(A—+—zI)_1|||_(E) =
O(1/Iz). pourz € 3>, . (B +zD)7Le) = O(1/Iz]), pourz € 3.
e (LT):ilexisteC >0,A0>0,7,ptelsqueXt<p<let
C

[(A+r0)(A+AD (A +r0) " (B+puD) ™Y e < V=

ou le crochef-; -] désigne le commutateur des deux résolvantes.

Vi e p(—A), Yu € p(—B),
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On rappelle que pour €10, 1[ et 1< p < oo, I'espace d’'interpolatiorD 4 (o, p) entre D(A) et E est

caractérisé par (voir [2])
Da(o.p)={E€E:t |t A(A+1D) Y|, eLl},

ou LZ est I'espace des fonctions boréliennes de puissanteégrables pour la mesure/d (avec la
modification usuelle poup = +o00). On utilisera le résultat suivant (démontré dans [11]) : sous les
hypothéses (DG1) et (LT) il existe® > 0 tel que pour toud > A* et pour touth € D4(o, p), I'équation
Aw + Bw + Aw = h admet une unique solutian € D(A) N D(B) satifaisant a (A + A)w € D4 (0, p),
Bw € DA(0, p) et(A+ A w e Dg(0, p) pourtoutd < Min(o, (p — 7)).
2.2. Seconde approche

On suppose qué& a la propriété U.M.D. Cela signifie que pour pre 11, oco[ (donc pour toutp), la
transformée de Hilbert est continue dé(R, E) dans lui-méme, voir Burckholder [1]. En pratique, tous
les espaces construits sut kont U.M.D., sip est dans l'intervalle ouvert, co). On suppose :

e (DV1): p(—A) etp(—B) contiennen]—oo, O] et pour touth > 0 on a

1 1
-1_ _ -1 _ .
[a+a07 =l =0(155) 1@+ e =0( 155 )

e (DV2) : pour touts € R les opérateurs\’s et B"S‘ appartiennent é(LE) et il existe des constantes
positivesk , 64 etfp telles queds + 0 < 7w et||A’S|| < K €514 et || B || < K eB195 ;

e (DV3): les résolvantes de A et —B commutent.

Sous ces trois hypothéses Dore et Venni [3] montrent(@ue B) est fermé inversible gtA + B) 1 ¢
L(E).
3. Preuvedes Théorémes 1 et 2

Etude du cas ¢(1) = 1*. — Soits > 0 donné. En posant(r) = e~ */1=20yz) il suffit de résoudre
le probléme de Cauchy posé dafis=L7(0,1) :

o)W (1) + L(Ow () + Aw(t) =h(t), te(0,1),
3)
w(0) =0,
OUA(r) = e M /A=20) ((1))2¢(z, ). La famille (L (1));c(0.1) €St définie par
D(L(1)) = (¢ e W?P(0,1): y(0) = y(1) =0},
(LOW) ) =—¢"(y) — @' OOy’ ().
AlorsonaBw + Aw + Aw =h, ou
D(A) = {w e E: (1)~ 2Py € LP(0, 1; W2P(0, 1)) N W57 (0, 1)},
(Aw)(t) = LOw(r), te]0,1],

{D(B) —{weE:oYPuw eLP(0,1; X) etw(0) = O},
(Bw)(t) = ¢(1)?w'(r), t€[0,1].
La tracew(0) dansD(B) est bien définie. En effet
{gp(t)l/pw =Py e LP(0,1; X),
o(H¥Pw =1*'Pw’ € LP(0, 1; X),

et grace au point (i) de (H), onsg/p +1/p < 1, d’ou la continuité dev sur[0, 1] (voir [12], p. 42, lemma).
Pour vérifier les hypothéses (DG1) et (LT) on montre les deux propositions suivantes :

PROPOSITION 3. —A et B sont linéaires fermés de domaines denses dans E et vérifient | hypothese
(DG1).
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Pour I'opérateumB, grace a I'hypothése (H) et au lemme classique d’interpolation de Schur, on montre
queeg = /2 — €g (pour touteg € 10, 7/2[). PourA, on écrit queL(t) = Lo + P(¢) ou

D(Lo) = {¢ e W2P(0,1) : ¥(0) = ¢ (1) =0},
Loy =—v”,

{D(P(t)) =W (0,1),
POy = —at® T yy’ = —b(1) yy/,
Lo est sectoriel P(¢) est linéaire compact sub(Lg). On en déduit quel est sectoriel et donc vérifie la
condition (DG1).
PROPOSITION 4. — A et B vérifient I hypothése (LT).
Dans notre casl§(L(t)) étant constants), (LT) est vraie des qu'il exigte ]0, 1], M1 > 0 tels que
I[(L) — L)) L(s)™Y] HL(X) < M1t —s|?, Vt,s €[0,1]

(voir [7]). Cette derniére est réalisée ayee- 2o — 1, grace au fait que la fonction— ¢/ (1)¢(r) = 121
est (2x — 1)-holdérienne.

On montre aussi quB 4 (o, p) = {w € E : p(t)2*/Pyw e LP(0, 1; W2>P(0, 1))t}. Les résultats de [7]
rappelés au paragraphe 2 s’appliquent et donnent

PROPOSITION 5. —Soit o > 0 assez petit et 4 telle que ¢ —2+1/Ph soit dansL? (0, 1; W2°-P(0, 1)). Alors
il existe A* positif tel que pour tout A > A* il existe une unique solution w du probléme (3) ayant les
régularités:
(i) welP(Q), p=2t/PyweLP(Q),
(i) ¢=2*YPD2yw e LP(0,1; W2:P(0, 1)),
(i) @()YPD,w e LP(0,1; W2>P(0, 1)).

On a un résultat similaire lorsqueec D (o, p). Le retour au triangle utilise les équivalences
¢ ZMPhel? (0, LWP0.1) = fell, (0.1 W),
¢PDuel? (0, LW?P(0.]) = Duell, (0.1;W*7).

Le Théoreme 1 s’en déduit.
Etudedu cas ¢(t) = +/f €t p > 3/2. — Le probléme (2) est équivalent &

{tv’(t)—i—Lv(t) —h(@t), 1€(0,1), @
v(0) =0,
avec
{D(L) = D(Lo) = {¢ e W?P(0,1) : ¥(0) = (1) = 0},
(LY)(») = (Lop) () — 2y’ ) ==y (») — 3y¥' ).

En posaniv(r) = r~1/2Py(z), il suffit de résoudre le probléme

{tu/(t)+Lw(t)+%w(z):h1(t), 1€(0,1), )

w(0) =0,

oUh1(r) =t~ Y2Ph(t). On I'écrit sous la formeBw + Aw = h1, avec

D(A) ={we E: 1Y@y e LP(0,1; W2P(0, 1) N Wy’ (0, 1)},
(Aw)(t) = Lw(t), te(0,1),
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{D(B) =D(Bg) ={w e E : 1Y@y € LP(0,1; X), w(0) =0}, ©)

(Bw)(t) =t w'(t) + %w(r) = (Bow)(?) + %w(t), t€(0,1).

Noter que la condition qui permet de donner un sens@ est vérifiée puisque
1/2p+1/p <1

PROPOSITION 6. — A et B sont linéaires fermés de domaines denses dans E et vérifient | hypothése
(DV1), (DV2) et (DV3).

L'essentiel est la vérification de (DV2) poBren particulier. Sachant qu’il n'y a pas de résultat analogue
au théoréme de Mikhlin pour les espaces a poids et & valeurs UMD de £ypel X), on se raméne &
un espace sans poids et ensuite, utilisant la représentation de Triebel [12] pour les puissances imaginaires
pures et des techniques similaires a celles de Dore—\Venni [4], on montre, que pour I'opBgatéfini en
(6), on all BY llL(k) = O((1 + r?) €/2Il). D’00 65, = /2 + & pour toute > 0. On en déduit qued vérifie
(DV2) grace a [9], ave€p = /2 + ¢. Pour l'opérateut, il suffit d’étudier sa réalisatio. qui est une
perturbation dd.g. On sait qu’il existes; > 0 tel que

P(—L) D Zq_e ={r:|argr| <m —e€1} et
Vi€ Snoe, IL+2D7YLE) < M/(QL+ 1D,

d’autre part(Lo)’* forme un groupe fortement continu (voir Labbas et Moussaoui [8]) tel que pour tout
y1> 0, il existeMg >0 :

[(Lo)*|| < Moet! Vs R,

on en déduit que pour tout>0ona
[(@)||=0(e+l)  vseRr.
De méme pouA. D'ou by =0, =e+y1 €10, 7/2[. Laconditiords +0p < 7 est vérifiée etle Théoréme 2
s’en déduit.
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