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Résumé On désigne paRZ> le produit d’une infinité dénombrable de copies de I'esg@éeUne
mesure borélienne de masse finie sur I'espace topologique de dimension RfffRiet
unitarisantepour la représentation canonique de I'algebre de Heisenberg de dimension
infinie est une mesure gaussienne R&™. Pour citer cet article: H. Airault, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 787—792. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Unitarizing measure: the Heisenberg algebra, the Virasoro algebra

Abstract Let R2® pe the infinite product of countably many copiesRﬁ. A Borelian probability
measure on the infinite dimensional topological spRE&° which is unitarizing for the
canonical representation of the infinite dimensional Heisenberg algebra is a Gaussian
measure ofR“>°. To citethisarticle: H. Airault, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002)
787-792. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

The problem of unitarizing measures for representations of the Virasoro algebra was first considered
in [1]. This Note contains a complete study of the classical case of the Heisenberg algebra as well as the
integration of one of the unitarizing condition for the Virasoro algebra.

In the case of the finite dimensional Heisenberg algebra, by the Stone—von Neumann theorem [8], there
is unicity of the representation up to an isomorphism. The unicity theorem for the representation does
not extend in a simple manner to the case of the infinite dimensional Heisenberg algebra, see [5, p. 177]
et [6, pp. 166, 393]. In [1], the unitarizing measures for a representation of the Virasoro algebra have
been characterized with the divergences of the Kirillov vector fields. In this Note, we consider mainly
the Heisenberg algebra. We prove that a real finite megsuwa R? and unitarizing for the canonical
representation of the 3-dimensional Heisenberg algebra is uniquely determined, it is absolutely continuous
with repect to the 2-dimensional Lebesgue measur®dand the density is a Gaussian. In fact, in this
case, the knowledge of the divergence with respegt taf the vector fieldd/dz completely determines
the unitarizing measurg. The result extends to the infinite dimensional Heisenberg algebra, and in that
case, we obtain a gaussian measure on the infinite dimensionalRffaceroduct of an infinite countable
number of copies oR?.
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1. Lalgeébre de Heisenberg de dimension 3

L'algébre S3 = R @ R? est identifiée a I'ensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre 3
avec zéro sur la diagonale principale®if par exemple [3, p. 125]). Le crochet de Lie est donné par la
multiplication des matricegA1, A2] = A1A2 — A2A1.

On pose
0 01 01 0 0 0O
K=(O 0 O), e=<0 0 0) et f=<0 0 1).
0 0O 0 0O 0 0O

On identifie R? et le sous-espace engendré paet f. Si h1 = ate + b1 f et ho = aze + bof, On a
[c1k + h1, cok + h2] = w(h1, ho)k avecw (h, ho) = det(h1, ho) = a1bs — azby. L'opérateurJ de structure
complexeest défini dans la bade, f) parJe = f et Jf = —e. Le produit scalaireest relié a la structure
symplectiquen par||h||?> = w(h, Jh). Sih =ae +bf, on a||h|? = deth, Jh) = det(*, _ab) =a®+ b2
Soitdg =dx +idy et =dx —idy,ona d A dz =—2idx A dy, puisw=dx Ady = 'gdzAdZavec

(dx Ady, h1 A ho) = det(g;%; gigzg ). On note

0 _1(8 0N 0 _1 a+ia
dz  2\9x 9y 9z 2\ox  ay)’

Une 1-formed est de type(1, 0) si # = a dz, elle est de typ&0, 1) si # = a dz. Soitw une2-forme de
type(1,1). On dit qued est une primitive antiholomorphe desi ¢ est unel-forme de typ€0, 1), 0 =adz
telle quedd = 0 etdd = constante x w. Par exemple, 9l = zdz, alorsdd =0, etdd = dz A d7 = —2iw.
1.1. Représentation de 'algébre de Heisenberg sur un espace de fonctions holomorphes

Soitc € R etv € 83, on définit I'applicationR-linéairev — p(v) telle quep(v) opére sur les fonctions
holomorphes en posant

0z
Onalp(e), p(f)]=—2cp(k), puis[p(e), p(k)]1=0et[p(f), p(k)]=0.

DEFINITION. — Soit « une mesure réelle siR?, on dit queu est unitarisante pous si pour toutes
fonctionsg, ¥ holomorphes, on a

[loweldu=- [ o[@7]du. (1.2)

) (0 .
p(e)=3—Z+cz, p(f)zl(——cz), pKk) =1. (1.1)

On ne suppose pas queest absolument continue par rapport a la mesure de LebesgRé.suir [2,
p. 188]. Soit une mesure réelle de masse finie Bdr on dit que la fonction diyZ est la divergence du
champ de vecteurd surR? si pour toute fonctiorg de classe & on a

/(Zg)du:/gdivMZd,u. (1.3)

Pour un champ de vecteurs complexes, d+iB) =div, A +idiv, B.

Si (1.3) est vérifiée pour toute fonctign= ¢/ ol ¢ ety sont holomorphes, alors par le théoréme de
densité de Weierstrass, elle est vérifiée pour toute fongtide classe €surR?. Cette remarque permet
de démontrer :

THEOREME — Soitp I'application définie par(1.1), alors i est unitarisante poup si et seulement si
0

div,| — | =—cZ. 1.4

” (E)z) « 14

Démonstration. -On utilise %4: =0 eta%w =0 (¢ ety holomorphes). On écrit la formule (1.2) avec
vV=e,
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— 0 — s - _
I=/[0(6)¢]1ﬂduz/[<8—2+CZ>¢}1#0|M=/a—z(¢¢)du+/6wwdu,

- 0 _ R _
J=/¢[p(e)¢]dM=/¢<a—Z+cZ>1ﬁdM=/3—2(¢1ﬁ)du+/cf¢lﬁdu~

Larelation] = —J s'écrit [ (£ + & )¢y du = —c [(z +2)¢V dy, donc

0 d
divy| —+—=]=- 2). 15
'V“<az - 32) c(z+72) (1.5)
On fait le méme calcul pour= f.

— [0 — e R— . _
=/[p(f)¢]wdu=/Ma—z—cz>¢]wdu=/E(¢w>du—l/cz¢wdu,
[ . 0 \—
=/<z>[p<f>1/f]clu=/<z><—|><a—Z -z ) du

SiI=—Jalors[ (L — L)¢p¥du=c [(z—2)¢y du, d'ol
. d 0
R —7). 1.
dlv“(az 82) c(z—72) (1.6)
Pour p(x) =i, [i¢gydu + [¢(—i)du =0 est toujours vérifié. Les relations (1.5) et (1.6) impli-
quent (1.4). Pour la réciproque, gite-) = —cz = div,, (%) = —cz

COROLLAIRE. — Soitu une mesure réelle de masse finie Bdr Soitc = -2 our > 0. La mesureu est

unitarisante poutp définie par(1.1)si et seulement gi = 2m exp(—= +" ) dx dy.

Démonstration. -De divﬂ(g’—z) = —cZ, on déduit diyt(ﬁ) = —2cx et divu(a—y) = —2cy. Montrons
quep est absolument continue & la mesure de Lebesgde durR? : soit A = 71 * dx la projection dex
sur la premiére coordonnée, alors pour toute fonafitornée de classel@éfinie sumR, [ (x)dr(x) =
—2¢ [¢(x)xdAr(x) et ceci implique que la mesure est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue suR. On projette de méme sur la deuxiéme coordonnée. On déd:uiﬂc(x y)dxdy et

. . 2

la densiték vérifie Lk = 2cxk et (%k = 2cyk. Sic = — 4, on obtientk(x, y) = 5 exp(—* Jt” ). La
connaissance de la divergence du champ de vectaéudsétermine la mesure unitarisantesur R?. La
réciproque est immédiate.

2. Lalgébre de Heisenberg de dimension infinie

Les résultats précédents s’étendent a I'algébre de Heisenberg de dimensiorHnfimed (% ou /2 est
lespace des suites réelles= (h,),>1 telles quey", 1 h2 < +oo. Surl?, on définitw = 3"~ dhar—1 A

dhox, i.e.,w(h, h) =375 (hor_1hox — hachai—1). Soitk = (1,0) e R@I?, pourh,h e I’ ete,¢ e R, on
pose

[CK + (0, h), ck + (0, E)] = a)(h, Z)K

Ona[[H, H], H] = 0 et I'identité de Jacobi est satisfaite. Sqitla suite dg¢2 dont tous les termes sont nuls
sauf lek'®Me qui est égal & 1. On définit 'opérateur linéaite/2 — 12 parJes_1 = ea et Jeo = —eop—_1
pourk > 1 de sorte que pout = (h;);>1 € 12, onaJh = (ho, —h1,ha, —h3, ..., hog, hor—1,...) €t
||h||2 = Zk}l(h%k—l + h%k) = —w(h, Jh). Si on posezy = hoy—1 + iho, on a dy = dhg—1 + idhoy
et & = dhg—1 — idho. D'OU dzx A dZx = —2idhy—1 A dhp €t = '22;301 dzx A dZc. On note
df =0f +0f avecdf =302y 52 fdzx €tdf = Y02y 72 f 0%k 00 O = 52 = 3 (72— — i505) et

Ohg_1
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5k::5%—::%(@étz-+igﬁg).Sgnezz§jk>lakdzkdetype«l]),80::§:k>Lj>1&yak)dzj/\deest
detype (1,1)ed0 =3 ;1 ;51(djar) dz; A dzx de type (0,2).

Soitw une2-forme de typgl, 1), une primitive antiholomorphe de est une formeé de type(0, 1),
c’est a dire telle qued = 3, -, axdzx et qui satisfait les conditiongay = 0 (donc 30 = 0) et 90 =
constantex w. Par exemple, 10, 1)-forme 6 = %Z}_;_Zj dz; satisfaitdd = 0 et 96 = w avecw =
%2@1 dzx A dzg, et est une primitive antiholomorphe de_On a dr(ex_1) =1 et dip(ex) = _—i.
Soith = (hi)k>1 € [2, et soitzg = hak—1 + i, la formed (h) = 5 >_k>12k Az Vérifie 6 (h)[ez—1] = 52k

eto (leal = 32k
On note(v, 8)(h) =6 (h)[v].

2.1. Représentation de I'algebre de Heisenberg de dimension infinie sur un espace de fonctions
holomorphes

SoitR2™ 'ensemble des suites réelles= (hj)j>1.Onposey = hpr—1+ihy eton identifieR2> avec
I'ensembleC™ des suites complexésy )i >1. Soitv € 12, on pose pour une fonctiofi: R2° — C,

(Do £)(h) = lim f(h—l—ev)—f(h).

[
—0 &

On définit 'applicationp de I'algébreH dans I'espace des fonctiorfsholomorphes suR?>® = C* et a

valeurs dan€, de la maniéere suivante : po(@, v) € H,

p(O.0)f = 3(Duf ~ 1Dy )~ 2ictw0)f et p(o)=1, @1
ou ¢ est une constante. Pokizz 1, on vérifie quep ((0, exx—1)) = % + czx et p((0, ex)) = |((ﬁ7k - czk).
De plus,[p((0, e2x—1)), p((0, e2¢))] = —2cp (k), tous les autres crochets sont nuls. Voir (1.1).

Soit 7, : R?® — R |a projection sur les 2 premiéres coordonnées &, la tribu des ensembles
boréliens deR?*. On noteB, = =, 1(F,) la tribu surR?>*, image réciproque dé,, voir [4, p. 6]. La
suite des tribusB,),>1 est croissante & = lim,,_, . », B, estla tribu borélienne SR>, voir [4, p. 207].

DEFINITION. — On dit qu’une mesurg borélienne réelle sUR?>® est unitarisante pour I'application
définie par (2.1) sif[p(v)¢ly du = — [¢[p(@)y¥]1du pour toutes fonctiongy, v holomorphes sur
R?> =C®>,

La divergence d’'un champ de vecteurs &> est définie comme au § 1. En procédant comme
pour (1.3), on obtient

THEOREME — Soit,. une mesure borélienne réelle de masse finieRdr, et soitp la représentation
définie pan(2.1). Alors u est unitarisante poup si et seulement si

. 0
Vk>1, div, <8—> = —CZk. (2.2)
2k

Démonstration. -On désigne pag, = 7, * 1 la mesure suR%* image dew par I'applicationr,. La
propriété (2.2) résulte de (1.4) aveg.

Le corollaire suivant relie a la représentation de Faahr([2], [6, p. 163]), la propriété de la mesure
d’étre unitarisante poys. On obtient une mesure gaussienneRE®, voir [4, p. 235] et [7, p. 144].

COROLLAIRE. —Soity une mesure de probabilité s>, et soit I'applicationp définie par(2.1)avec
c= —2—1t ett > 0. La mesureu est unitarisante poup si et seulement si pour tout> 1,

1 ¥ h5,_q +h3;
n =—— || exp| ——=———= ) dhoyx_1dhy. 2.3
TR = o k|:|1 p( o ) 2k—10dh2k (2.3)
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La condition (2.3) déterming de maniére unique et pour toute fonctipmorélienne bornée siR?>,
ona/f ¢du =1im,_ s [ ¢ d(m, * ).

On étudie comme précédemment les représentatiori%,de R 12 ou I'espacd? est constitué des
suitest = (& )r>1 telles qUEY -1 a?(§5_y +&5,) < +00 eta = (a)i>1 est une suite de nombres réels.

3. Une mesure de probabilité sur B> relative & I'algébre de Virasoro

Soit C ¢ C*™ contenant la sous-variété dési,co,...,c,,...) tels que la fonctionf(z) = z +
D1 cn 21 soit univalente dans le disque unjté < 1. SurC, on considére les champs de vecteurs

0 0 0
Li=—+4+2c1— +3c2— +---+(n+Dcy,
dc1 dco ac3 dCn+1

“+ -

0 0
L_1=(3c2— ZC%) e + (4e3 — 2c1cz)a—c2 + o+ ((n + 2)epg1 — 2c10p) 3 + -

Cn
On az?f'(z) = Li[f(z)] et f'(z) — 1 — 2c1f(z) = L_1[ f(z)]. On se propose de construire une mesure
borélienneu réelle de masse totale finie S0f° et telle que yoir [1])

div, (L1 —L_1) =0, (3.1)
i.e., pour toute fonction différentiabledes variable$c1, ¢1, c2,¢2, ..., ¢cu, Ty - . ),
/ (L1 - T pgdu=0. (32)

La connaissance d’'une mesure satifaisant (3.1) permet d’en obtenir une infinité d'autres avec la méme
propriété (3.1). Par exemple, s@it= h(c1,c2, ..., cn, ...))t UNE mesure SUC> et absolument continue
par rapport et supposons que

(L1 —L_)h=0 (8.3)

alors i satisfait (3.1). Soit les polynémes de Neret#,),, >0, avecPo = Py = 0. lIs satisfontL,[P,] =
(n + 1)7’n 1 et L_1[P,] = (n — 1)P,41 (voir [1]), et on vérifie que la fonctioh(c1, c2,...,cn,...) =
S ws2 5= PuPn est une solution de (3 3).

On def|n|tL” = 361 +2c1- %+ 3co- ot pcp_1% et
ad ad
_— = 2c1cp—.
dcp-1 dcp
Si g dépend seulement dpgpremieres variables, ¢z, . . ., ¢, et de leurs conjuguées, aldts 1 (g) dépend
ausside,11. OnaL_1(g) = L"T1(g).

3 3
L? | = (3c2—2c2) e + (4c3 — 26162)8—62 + ((p + Dep — 2c1¢p-1)

LEMME 1.-Soitu une mesure borélienne finie sGf° et ), la projection deC* sur I'ensemble dep
premieres coordonneégsy, c1, ¢2, 2, ..., Cp, Cp). SOt , = (7)) * u, image deu par ,. On suppose que

divﬂp(Li’ — L”)) =0 pour toutp > 1, i.e., pour toute fonction boréliennequi dépend degp variables
c1,¢2,...,cp etde leurs conjuguées, on a

/(L’f—L—fl)gdupZO (3.4)
alors la condition(3.1) est satisfaite pour la mesuye.

Démonstration. -On vérifie (3.1) pour les fonctiong qui dépendent d’'un nombre fini de variables.
Sig dépend seulement dgsvariablescy, cz, . .., ¢, et de leurs conjuguées, alof§L, — L_1)gdu =

J@yt =L Mg dupya =0.

LEMME 2.-0Onsuppose que la mesyrg est absolument continue par rapport ala mesure de Lebesgue
surR?” et que la densité ,(c1, ¢1, c2, €2, .. ., ¢, ) €St UNe fonction & valeurs réelles. La condit{8v)
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sur i, implique que la densité, est solution de I'équation aux dérivées partielles

(LY — L) )kp =—2(p + D)Tik). (3.5)
On definit la fonction:, par
_ _ nP — _ —\p+1
up(c1,¢1,€2,€2,...,¢p,Cp) = T (1+2c1e1 +3c2tz + -+ + (p+ Depey) (3.6)

alors k, = 1/u, est une solution d¢3.5) et v, = M—J;)dxldy]_dxzdyzndxp dy, est une mesure de
probabilité surR?”.

Démonstration. -On intégre par partieﬁ[(L{ — L—’jl)qb]k,, dxy dyydxodyz- - - dx, dy,, d'oli (3.5). Pour
p=1,0onpose;=z=ux+iy.De (3.5), on déduit que la fonction a valeurs réelles 7) est solution de

a a
— + 222 — ) [k(z,D)] = —47k(z, D). (3.7)
0z 0z
La fonctionk(z,2) = % m est solution de (3.7) d(z, ) dx dy est une mesure de probabilité R7.
Dans le cap = 2, la relation (3.5) s'écrit
d d d d
— — (363 —2¢1?) — |k + |2c1— + 2c105 — |k = —6C1k. 3.8
[301 (32 61)36_1] +{ ey + 2010 c1 (3.8)
Une solution de (3.8) edt= %m Soitcy = x1 4 iy1 etep = x2 +iy2, alors
6 1 1
— dxodyy= ———— 3.9
7 /Rz 1+ 2c1e1 + 3c2c2)® 220 (14 2c1e1)? 3:9)

2.6 1 ilité ANé
ets. > T 3 dx1 dy1 dxo dys est une mesure de probabilité $ft. Dans le cas général, on pose

t =14 2c1e1 + 3coc2+ - -+ + (p + 1)cpc, et on cherche une solution de (3.5) sous la fougig ol v(r)

est une fonction de la variabieOn voit quev(z) satisfait% = —”T*l. Cela donne la solution (3.6).

THEOREME — Pour toutp > 1, soitv, la mesure SuR?” définie par(3.6). Alors il existe une mesure de
probabilité v sur R%® telle quer, * v = v,. La mesure vérifie (3.1).

Démonstration. -Sur R?* = C*, comme au § 2, soi§, = n;l(}‘p), la sous-tribu borélienne engen-
drée par lep premieres coordonnéésy, 1, ..., ¢p, ¢,) €t soient les mesurgs,) ,>1 définies par (3.6).
Pours > p, on a(r,) * v, = v,. En effet comme avec (3.9), on obtiefit,¢ dx1dy1---dx,dy, =
[ ks¢pdx1dys---dxsdy, pour toute fonction borélienng des p variables(ci, ¢z, ...,cp) et de leurs
conjuguées. On en déduitdir [7, Chap. V]), I'existence d’une mesure de probabilité unigusir R2>®
vérifiant (i) * v = v, et pour toute fonctiom borélienne bornée sk, [edv=Ilim,_ [$dv,. La
mesurev satisfait (3.1) par le Lemme 1.
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