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Résumé Dans cette Note, nous étendons un résultat de Lopez-Blazquez et Salamanca-Mifio [7] en
obtenant une caractérisation des familles exponentielles naturelles quadratiques simples
surRY. Cette caractérisation repose sur une propriété de martingale inverse vérifiée par
des familles de polynémes multivari@2our citer cet article: D. Gutierrez-Rubio et al.,
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A characterization of simple quadratic natural exponential families
with a reverse martingale property

Abstract Lépez-Blazquez and Salamanca-Mifio [7] obtained a characterization of natural exponential
families with quadratic variance functions via a reverse martingale property of certain
orthogonal polynomials. We extend this result to the multidimensional case yielding a new
characterization of natural exponential families with simple quadratic variance functions.
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Abridged English version

Let (X,) be ad-dimensional process with independent stationary increments suckkeaT, c R, the
distribution of X; belongs to a natural exponential family, sgy By successive derivations of the densities
of the distributions inF; we construct a basis of multivariate polynomiéf$, ), cn¢ (See[11] for more
details, and equation (2) below). In this Note we offer a characterization of natural exponential families
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with simple quadratic variance functiorse¢ [2] for a detailed exposition), extending a recent univariate
resultin [7].

THEOREM 1. —Denote by FQVA,,” = QA,,I,,/HQA,,I,,H2 the normalized polynomials defined in (2) and
assume that A—lvFl(ml) *A~1 is diagonal. Then the families (F;);er have simple quadratic variance
functionsif and only if the process (Q 4 ».:(X;, m;));eT iSareverse martingale, i.e., Vs < ¢,

E(Qani(Xe,m)|Xs) = Qans(Xs, ms).

Remark. — The characterization of all quadratic natural exponential families (including the well-known
Wishart family) uses a “pseudo”-reverse martingale property with the following form:

E(Qani(Xem)|Xs) = > axQars(Xs,my).

2k,~=2n,-

This result is in preparation.

1. Introduction

Il existe différentes caractérisations desilles exponentielles naturelles (FEN) quadratiques suR
(voir [6] pour un développement récent sur ce sujet). En particulier, Feinsilver [4] a montré que les FEN
quadratiques sont caractérisées par I'orthogonalité de certains polyri@mesy (nous renvoyons le
lecteur a [8] et [9] pour des applications statistiques liées a ces polyndmes). Shanbhag [12] a proposé
une autre caractérisation basée sur la diagonalité des matrices de Bhattacharyya associées aux FEN. Plus
récemment, Lopez-Blazquez et Salamanca-Mifio [7] ont obtenu une caractérisation des FEN quadratiques
surR en utilisant une propriété de martingale inverse des précédents polyn@megsy. Dans cette Note,
nous proposons une extension multidimensionnelle de ce résultat en étudiant uniguement la caractérisation
des FEN quadratiques simples. Rappelons qu’'une FER%unotéeF = {P(m, F); m € Mr}, ol chaque
P(m, F) est une probabilité de moyenme est dite quadratique simple si la matrice de variance covariance
Vi (m) de P(m, F) peut s’écrire

Vi(m) =am ® m + B(m) + C, D

olla R, B:RY — R? est linéaire, et ol appartient au groupe des matriecés d définies positives,
noté GL(R?) (nous renvoyons également a [1] et [3] pour les propriétés des FEN).

Pour toute probabilité dans une FEN sBf, Pommeret [10] a associé une base de polyndmes
multidimensionnels. Nous rappelons brievement cette construction au paragraphe 2, ainsi que quelques
propriétés importantes, et nous en déduisons une nouvelle caractérisation des FEN quadratiques simples au
paragraphe 3.

2. Polynémes associés aux FEN s’

Soit u une mesure de probabilités s&f qui engendre une FEN, notée = F(u). On notek, le
logarithme de la transformée de LaplacedeSoit (X;);c7 Un processus a accroissement indépendants
et stationnaires, ave€ sous-ensemble dR™ ayant au moins deux éléments distincts non nuls. On
note u1 = u la loi de X1, u, la loi de X, (r € T), et F; = F(u,) la FEN engendrée pat;. On voit
immédiatementpir par exemple [5] pour de nombreuses extensions) que chgguét une loipu; = u*',
la convoléer-iéme depu, et ainsik,, = tk,. On peut remarquer également que le processtser
défini parY; = expl0X; — tk,(6)), est une martingale. Schoutens et Teugels [13] obtiennent une autre
propriété de martingale en considérant une base de polynémes associés aux medoes rappelons
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une version multidimensionnelle de ce résultat ici (vois également [11]). Pour cela, remarquon&gue Si
est la moyenne de; alors la moyenne dg, estm; = tm1. On notef,,, (x, m) la densité deP (m, F;) par
rapport §u,. La base canonique @ est notédes, . .., ;). Pour chaque valeur des T on peut construire
une base de polyndmes en dérivgpt de la maniére suivante. Posre GL(R?), n = (n1, ..., ng) € N,

x € R?, on pose

) = (Il D} A (fu)(x,m)
fu,(x m)

ouln| =ny+---+ng, etouD’ (f,,) estla dérivee d’ordrg:| dem — f,, (x, m) dans legn| directions
Aeq (nq fois), ..., Aeq (nq fois). Les polynémes$Q 4 ».1),ene fOrment alors une base d®{ Xy, ..., X4]1,
ceci quelque soit la matricé € GL(R?). On a alors le résultat suivant qui généralise [13] :

: )

OQan(x,m

LEMME 1. —Avec les notations précédentes on a la propriété de martingale suivante : VA € GL(RY),
VneNd Vs <t:

E(QA,n,t(Xt, mt)|Xs) = QA .ns(Xs, ms).

Pour finir, rappelons égalemenb(r [10]) que Iorsque4‘1Vpl(m1) 'A~1 est diagonale, alors les FEN
(F)ter sont quadratiques simples si et seulement si les polyn@mnes; sontu, orthogonaux.

3. Une propriété de martingale inverse

Sur R, Lépez-Blazquez et Salamanca-Mifio [7] ont montré que les KEM.r sont quadratiques
si et seulement si le processus (normalle@), +(X¢,my))rer €St une martingale inverse, aveg, ; =
0,.:/110n.: 1. Nous généralisons ce résultat au cas des FEN quadratiques simples. Le cas plus général
des FEN quadratiques (dont fait partie la FEN des lois de Wishart par exemple) sera étudié dans un article
plus détaillé.

THEOREME 1. —Soit (F;),er les FEN engendrées par les mesure de probabilité i, sur R?, et soit
(QAn)nend €S polyndmes associés en (2). Soit A € GL(R?) telle que A=V, (m1) ' A1 soit diagonale.
Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Vne N9, Vs <t,il existedesréels (aa.,.s.,) telsque

E(QAJZ,S(XSv ms)|Xt) =dAns5,0 QAnt(Xe,my). (3
(i) Lesfamilles F; sont quadratiquessimples, Ve € T.
Danscecas, ennotant | Q ... > =E(Q3 , ,(X;.m/)),0na

” QA n,s ”
Qa2

Remarque. — La propriété (i) est bien une propriété de martingale inverse pour le processus normalisé
Qant(Xesm)/1Qantl?.

Démonstration. — Pour simplifier la démonstration, nous commencons par un lemme qui découle de la
linéarité de I'opérateur de dérivation.

QA n,st =

LEMME 2. —Lesdeux propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) Il existe A € GL(R?) telle que (3) soit vérifiée.
(i) Pour tout A € GL(R?), (3) est vérifiée.

Ainsi, nous pouvons nous placer dans le das I, I'identité, et nous noteron@,, ; pour Q4 ;-
Supposons que les FEN;);cr sont quadratiques simples et utilisons la propriété de martingale des
polynémesQ, , (lemme 1), ainsi que leur orthogonalité par rappqut aOn ava, r e N4, Vs <t € T,
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E{ On, 1 (Xe,mp) Qr s (X, ms)} = E{ On,s (X5, ms) Qs (X, ms)} = 8nr | On.s ”2
= E{ Qn,t(Xtv mt)E(Qr,s(st ms)|Xt) }

Notons f, s ;(X;) = E(Q,s(Xs, ms)|X,). On voit quef, 5, € L?(1;) et que I'on peut développer cette
fonction dans la base;-orthogonal& Qx ;);.cne, SOt

fr,s,t(Xt) = Z Olk,r,s,tQk,z(Xt)~
keNd
Ainsi

E{ Qi (Xe,m)E(Qrs(Xs.m)|X;) } =E{ Qe (Xi,mp) frs.0 (Xo) }
= Z ak,r,x,tE{Qn,t(Xtymt)Qk,t(Xtymt)}

keNd
= s B(QF (X, my))
= 8nr | Qs 1%

Cette égalité est vradn, r ets < ¢. On en déduit alors que

10112
10r.:112
ce qui est la relation de martingale inverse cherchée.

Réciproquement, montrons maintenant que la propriété de martingale inverse entraine la propriété
«quadratique simple » des FEN;);r. Pour cela, utilisons & la fois la propriétés de martingale (toujours
vraie) et celle de martingale inverse (supposée). Il went ¢, Vn, r € N,

E{ Ont (Xe,mp) Qrs (X5, ms)} = E{ On.s(Xs,ms) Or s (Xs, ms)} (4)
=atrs (B{ Qu.t (Xs, m) Qrs (X, mi) . )

D'aprés (4), la quantité (5) ne doit pas dépendrerdde plus, on voit facilement que,, =
10r5112/11Qr.1 % Ainsi, en réécrivant (5) pour = e; + ej, |n| =2, etn # r, on trouve (apres quelques
calculs techniques) que la quantité suivante ne doit pas dépendre de

fr,s,t(Xt) =

Ori(X1),

Dj (Vij)(m1)
1D} (Vij)(m1) + 2t

105117 (6)

ou V;; représente I'élémeng, j) de la matrice de variance covarian®g,. Il est clair que (6) est
indépendant de seulement siD7 (V;;) = 0, ceci pour|n| = 2 etn # e; 4+ ¢;, ce qui signifie que les
élémentsV;;(m) ne sont pas de degré supérieur a deuxmgrsauf éventuellement em; et m;. Un
raisonnement identique, mais cette fois-ci quelque [gi= 3 etr = ¢; + ¢;, NOUs ameéne a nouveau a
I'égalité D} (V;;) = 0, ce qui signifie que les élémernits; (m) sont des polynémes de degré au plus deux
enm. La FEN F; est donc quadratique et vérifie, j =1, ...,d,

d
Vij(m):a,-jm,-mj+be-jm1+cij. 7
=1

On peut alors conclure la démonstration grace au lemme suivant :

LEMME 3.-Soit F une FEN quadratique de fonction variance de la forme (7). Sil existe mg € F tel
que Vg (mo) soit diagonale, alors F est quadratique simple.
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Démonstration du lemme. — Soit X de loi P(m, F) € F et notonsM; = E(X¥), pourk € N¢, En utilisant
la relation (7) on montre facilement qu’il existe € R tel que

My = prm* + Ri(m), (8)

ou Ry est un polynédme em de degré< |k|. On a alors (en notant pour simplifi€?,, les polynémes
associés & par (2))

glnl ,
/Q"(x’mO)xkfu(x,mo)dﬂ=/ka du
am"
m=mg
"M, _
= o =0, silk|<|n| etk #n.
om m=mo

Par linéarité de I'intégrale on a dorjcQ, O« f,, d,, = 0 sin # k, ce qui montre que les polyndmég,,}
sontP(m, F)-orthogonaux, et donc (d’aprés [10]) glieest quadratique simple.
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