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Résumé Nous étudions les correspondances naturelles entre I'ensemble des arrangements de parties
d'un ensemble avec répétitions et des ensembles d'objets rencontrés dans des domaines
variés des mathématiques (chemins dans des treillis de dimengsioré-ordres) et de
I'informatique (langages formels, réseaux de Petri, intelligence artificielle), en utilisant le
cadre des langages formels. En dimension 2, ces objets sont énumérés par les nombres de
Delannoy.Pour citer cet article: S.R. Schwer, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002)
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S-arrangements with repetitions

Abstract We study natural correspondances between the set of arrangements of subsets with
repetitions and families of objects met in various areas of mathematics (walks in lattices,
pre-order) and computer science (formal languages, Petri nets, Artificial Intelligence), using
the framework of formal languages. Foe 2, they are enumerated by Delannoy numbers.
Tocitethisarticle: S.R. Schwer, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 261-266. 0 2002
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Abridged English version

Let us given colors(xi, ..., x,) and for each € [n], p; ballsx; colored, and- boxes linearly ordered
with max(p1, ..., pn) <r < p1+---+ ps. We are interested in finding correspondences with the set
D (p1, ..., pp) Of solutions of the following problem: placing the balls in the boxes so that each box contains
(a) at least one ball and (b) at most one ball per color. Such a solution is called an S-arrangement with
repetitions. We note b (p1, ..., p,) the cardinality of© (p1, ..., p»).

1. Formal languagesframework and enumeration

This problem has a natural translation into the framework of formal languages. Let us set

DEFINITION 1.1.—LetX be an alphabet, a®&alphabet on X is a non-vacuous subset of 2an element
is anSletter, a finite sequence is astword, a set ofS-words is anS-language.

In order to link S-words orX with letters ofX, we set
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DEFINITION 1.2.—LetX = {x1,..., x,} be ann-alphabet andf e X*. We note| f | the number of
occurrences ok € X the S-letters off, and || f|| the integerzlgign Il fllx;. The Parikh vector of f,

denotedf, is then-tuple (|| fllxys - - 1 f1lx,)-

DEFINITION 1.3.—LetX andY be two disjoint alphabetst € X*, g € Y*. The Sshuffle of f andg
is the languagg~wg ={h1...h, | h; € m, with max(| f1, |g]) <r < |f]| + |g| and such that there are
decompositions of andg: f = f1... fr, g =g1...8k, satisfying,vi € [r], | fil, |gil <1, 1< | fil + |gil,
andh; = f; U g;}.

The S-shuffle of two S-languagésand L’ written on two disjoint alphabets is the language’ L’ =
Urer, prers fYf'. Foranyv = (pa, ..., pa) € P* and any linearly:-alphabetX = {xi, ..., x,}, we note
Wv — or Wvy to avoid any ambiguity 1'% ...Wx}". The basis result is:

PROPOSITION 1.4. —For v = (p1, ..., pp) € P" and X = {x1, ..., x,} an alphabet, there are natural
correspondences between (i) © (v), (i) {f € X*|f = v} et (iii) Wvx. Their number is D(v).

Different expressions oD(p1, ..., p,) can be given among which the following recurrence, obtained
when partitioning the S-words according to their last S-letters proi?, let us sefp = {p, p — 1} NN and
Pred((p1, .-, pn)) ={(p1, .., p0)} — {(p1, ..., pn)}, We get

D(p17""pn)= Z Dn(fp\i7"'7ﬁl’:)
Pred(pa,.... pn)
which is the recurrence for thedimensional Delannoy numbers [9]. Sorting accodring to the number of

S-letters choosen and denotihgr, n) the number of S-words with Parikh vectoand lengthr, we get
pi1t-+pn

D(p1,....p)= > hu(rn).
r=max(pi,...,Pn)
Computingh, (r, n) after their last S-letters gives, with, (r, 1) = 1 if » = p,, and 0 otherwise,

, Pn o
)W(r,n):( >< ( >kv(r—k,n—l)>.

Alternatively, denotingV,(v) the set{(r1S1, ..., %8 |1 <k <r,; 21, S; € )?, such thatvi € [n],
> k1t lISkllx; = pi} a direct numbering gives

Ao (r,n) = Z M

IR
(181, S0V, TR

2. Correspondences

From the definition of Vector Addition System (VAS) [8], we define the notion of S-VAS setting.

DEFINITION 2.1. —LetA = (X, ¢, @) be am-VAS, whereX = {x, ..., x,} is the alphabety a monoid
morphism from(X*, -, ¢) into (Z", +, 0) andais a tuple ofN". Its associated-S-VAS is then-VAS AS =
(X, ¢, @) whereg(s) = 3, ¢(x). Its legal language is defined ag;s (@) = (f € X* | a+@(f) = On
and(vg € X*)((3h | f =gh) = (a+§(g) > 0)).

Let B, = {x1,...,x,} be the canonical base @", v ={p1,..., ps} a tuple of P. Let us define the
n-VAS B, = (X, B, v) by settingVi € [n], B(x;) = —e;. The set of tuples of which can be reached by
B3 is Q = {ae N" | 0 < a< v}. The modified Karp and Miller's algorithm [8] provides directly a finite
deterministic finite automatGBE(v J) which generate&LBg(v 1). The set of states ofG(B,f) is Q and
has[[/_1(pi + 1) elements. Let us draw each state on its place (according to its coordinaf&s)aind
inverse the arrows of each transition, then we obtain the set of minimal paths with diagonal of [9] which
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is a generalization of the queen walk on a chess-board described by Delannoy in 1889 [4] and that we call
Delannoy paths of order n. Hence we have

PROPOSITION 2.2. —There are natural correspondences between (i) W (v), (ii) LB;}‘(" J) and (iii)
Delannoy paths of order n.

Let us call a pre-chain a totally transitive and reflexive relation. Associating eachxgolth a chain
C; of p; elements, and denoting(p1, ..., p,) the set of all pre-chains gf; + --- + p,, elements that
preserve the chainsCy, ..., C,, we get the following.

PROPOSITION 2.3. —Thereis a natural correspondence between P (p1, ..., pp) and D(p1, ..., pn)-

A generalized interval [7] can be modelized with a chain and a qualitative relation between them with a
pre-chain, so that our work generalizes tothdimension the work of [7] as far as relations are concerned.

1. Introduction

Donnons-nous couleurs différentes(xs, ..., x,), et pour chaqué € [n], p; boules indiscernables de
couleurx; ainsi quer boites alignées, avec max, ..., py) <r < p1+ --- + p,. Nous nous proposons
d’examiner le probléme suivant : placer les boules dans les boites de telle facon que (a) toutes les boites
soient occupées et (b) qu’il n'y ait pas deux boules de méme couleur dans la méme boite. Par analogie avec
les arrangements avec répétitions [2, p. 25—-28], nous app8&lamrangement avec répétitions (S-AR en
abrégé) une solution. Notor®(p1, ..., p) leur ensemble eb(p1, ..., p,) leur nombre. Le cas ou tous
les p; valent 1 a été étudié par [6] sous le terme d’arrangement préférentiel ; le cas ou tpusdEst 2 a
été étudié en Intelligence Atrtificielle [3]. Une interprétation combinatoire de ce probléme, sans imposer la
contrainte (a), est donnée dans [10, p. 291] en termes de coefficients de matrices de changements de base
dans I'espace des fonctions symétriques. L'objet de cet article est de montrer I'ubiq@i@de . ., p,)
par des correspondances naturelles entre les S-ARs et d’autres familles d’objets rencontrés dans des
domaines variés des mathématiques (chemins dans des treillis, pré-ordres) et de I'informatique (langages
formels, réseaux de Petri, intelligence artificielle).

2. Lesmotspour ledire

Le formalisme de la théorie des langages [1] est bien adapté a ce genre de probléme [2], c’est pourquoi
nous restons dans ce cadre en généralisant les notions de vecteurs de Parikh [5] (dite spécification dans [2]),
d’alphabets, de mots et de langages afin de les adapter a la description des multi-ensembles que sont nos
boites.

DEFINITION 2.1.— SoitX un alphabet, uis-alphabet sur X est une partie non vide d&2Un élément
d’'un S-alphabet suk est uneS-lettre. Un S-mot sur X est une suite finie de S-lettres sXir un ensemble
de S-mots sur un S-alphabet estS+tangage.

Nous utilisons ici le S—alphgbé? = 2X — ¢, en confondant tout singleton avec sa lettre, ce qui nous
autorise & écrir& C X etX* C X . Ses S-lettres sont notées aussi bien horizontalement que verticalement.
Ainsi {a/,\b} ={a,b, {Z }}. Les S-alphabets sont des alphabets, on peut donc travailler avec les outils connus
de la théorie des langages. Mais il nous faut aussi pouvoir relier les S-mots a I'alphabet de base et non
simplement & leur S-alphabet.

DEFINITION 2.2.—Soit X = {x1,...,x,} un n-alphabet etf < X*. On note Ifllx le nombre
d'occurrences de la lettre € X apparaissant dans leslettres figurant dans le S-mgt, et || f|| I'entier
> 1<i<n I fllx; - Le vecteur de Parikh de £, noté £, est len-uplet(|| fllxy, -, | fllx,)-
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DEFINITION 2.3.—SoitX et Y deux alphabets disjointst € X*, g € Y*. Le Smélange de f et g
est le langagewg = {h1...h, | h; € m, avec max| f1, |g]) <r < |f| + |g| et tel gqu'il existe des
décompositionsd¢ etg: f = f1... fr, g = g1...8k, satisfaisantyi € [r], | fil, lgi| <1, 1< |fil + lgil,
eth; = fi Ugi}.

Ainsi aa¥bb = {aabb, a{Z}b, abab, {Z}ab, ab{‘;}, {Z}{Z}, baab, ba{Z}, abba, {Z}ba,

baba,b{%}a, bbaa)={f € {a,b} | f=(2,2)}.

Le S-mélange de deux S-langagest L’ écrits sur des alphabets disjoints est le langagel’ =
UfeL,f,eL/ fY f'. Le S-mélange de langages est une opération associative, commutative et possede
comme élément neutrge}. Pour toutn-uplet d’entiers strictements positiis= (p1,..., p,) et X =
{x1,...,x,} un n-alphabet ordonné, on nofevy — ouwv s'il n'y a pas d’ambiguité — le langage
XL

Nous pouvons alors énoncer le résultat de base suivant :

PROPOSITION 2.4. —Etant donné un n-uplet d’ entiers positifsnon nuls v = (p1, ---» pn) €t un alphabet
X ={x1,..., X}, il existe des bijections naturellesentre (i) D (v), (i) {f € X" | f = v} et (iii) Wvy. Leur
nombreest D(v).

En effet, (ii) reformule (i). D'autre part, tout S-mot de (iii) est un S-mot de (ii) et réciproquement la
projection sufx;} d'un S-motf de (ii) est le S-mok?i, doncf est bien un bien mot de (iii).

Il existe également une bijection naturelle entre 'ensemble des S-lgitets’ensemble des contenus
possibles des boites.

3. Enumérations

Suivant le point de vue adopté, on obtient plusieurs expressioDgge .. ., p,).
En particulier, partitionner les S-ARs suivant le nombre de boites utilisées conduit a I'expression, en
notanti, (r, n) le nombre de S-mots ayant pour vecteur de Parikhde longueur,
pi1t-+pn

D(py,..c.p)= Y, h(rm).

Le calcul dexr, (r, n) peut se faire soit par récurrence aui.e. selon la derniére couleur utilisée) et cela

donne
Jo(ry ) <r>(i<””)x< k 1))
y(r,n) = v(r—k,n—
) \ g\ k

aveci,(r,1) =1 sir = p, et 0 sinon; soit directement, en comptant le nombre de S-mots de vecteurs de
Parikhv et de longueur que I'on peut fabriquer pour chaque sous-ensemble de S-lettres. Apparaissent
alors les coefficients multinomiaux généralisant I'expression donnée en [4]. En dbtant’ensemble
{181, ..., 4 S | 1<k <r,t; 21,5 € X, tels quevi € [n], Zzzltknsknx, =p;},ona
p1t+-+pn
L+ +1)!
D(p1,...,pn)= Z Z T
r=maxpi,...,Pn) (t181,....tk S €Vr (v)
Une autre démarche consiste a partitionner les S-mots suivant leurs derniéres S-lettres. Pour chaque
entier p, posonsp = {p, p — 1} N N. En posantPred((p1, ..., pn)) = {(P1, ..., )} — {(p1, ..., P}
nous obtenons la formule
D(p1,....p)= Y, Du(PL,-.., Pn)
Pl’ed(p]_ ----- Pn)

avecD1(0)=1, D,(p1,..., Pu—-1,0 = Dy_1(p1, ..., pu—1)- Ainsi, D, (p1, ..., py) €st une fonction sy-
métrique de fonction génératrice suvariables ¥(2—[[;<;<,(1+ Zi)) ou /(1 = >y s ca [ ies Z0)-
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Dans le cas oul tous lgs sont égaux @ onaD(p,....p)=> ", ()D(p—1,....p—1,p,....p).
N—_—— N— e N——
n fois r fois n—r fois
Les nombresD(p1, p2) sont les nombres de Delannoy [2, p. 93], bien connus comme nombrant
'ensemble des chemins minimaux dans un treillis allant du p@n®) au point(p1, p2) en s'autorisant
les pas diagonaux ou les marches de la reine sur I'échiquier [4]. Nous appellerons donc les nombres
D(p1, ..., pn) lesnombres de Delannoy de dimension n.

4. S-systéemesd’ addition de vecteurs et représentations géométriques

La généralisation au treillis de dimension nous fournit une nouvelle correspondance et une
représentation géométrique que nous allons générer avec une certaine famille de Systemes d’Addition
de Vecteurs, ou réseaux de Petri, lesquels constituent un outil largement répandu de modélisation des
communications entre processus parallelesntsysteme d’'addition de vecteuns-YAS) peut étre décrit
[8] comme un tripletd = (X, ¢, @) ou X est un alphabety est un morphisme de monoides @€, -, ¢)
dans(Z", +, 0p) eta unn-uplet deN". Au n-VAS A = (X, ¢, a) sur X est associé le langadeq(a ) =
{feX*a+o(f)=0,et(Vg e X*)((g est facteur gauche d& = (a+ ¢(g) > 0n)}.

_DEFINITION 4.1. — Etant donné un-VAS A = (X, ¢, a), le n-S-VAS associé est le n-VAS AS =
(X,p,@000(s) =), ., x).

La construction d'unmn-S-VAS fait qu'a chaque S-lettre d& est associé le vecteur traduisant la
consommation d’une occurrence de chaque lettre présente dans la S-lettre. Pour consammerences
dex;, il faut utiliser exactemenp; S-lettres contenant;.

Soit alors B, = {e1,...,e,} la base canonique dg&", soit v = {p1,..., py} un n-uplet et X =
{x1,...,x,} un alphabet. DéfinissonsiteVAS B, = (X, B8, v) en posan¥i < [n], B(x;) = —e;. Lensemble
desn-uplets accessibles ali;f valant 'ensemble finQ = {a€ Z" | 0, < a< v}, le graphe de couverture de
Karp et Miller fournit directement un automate fini détermini@tgf(u 1) générant le Iangager(u ).

En suivant les notations de [1, p. 71—76335(\) ) = ()?, 0,v,{0n},68) tel que(q,x,q’) € § si et

seulementsy’ =q + @(x),Vg € O, Vx € X, en s'autorisant le calcul vectoriel sur les états.

Cet automateG(B5) possede[[;_;(p; + 1) états. Dessinons chaque état & 'emplacement qui lui
correspond dans I'espa@, inversons le sens des fleches des arcs de transitions et nous obtenons une
généralisation a la dimensiardes chemins de Delannoy ou marches daris-tireillis avec diagonales [9].

Nous en déduisons les correspondances suivantes :

PrROPOSITION 4.2. -1l existe une correspondance naturelle entre (i) W (v), (ii) Lgs(v |) et (iii)
I”ensembl e des chemins de Delannoy de dimension n.

5. Pré-ordreslinéaireset intervalles généralisés

Les nombres de Delannoy apparaissent en intelligence artificielle, sans que le lien ait été fait jusqu’alors,
dans le comptage des positionnements possibles entre deux intervalles généralisés [7]. Cette notion peut
étre reformulée en terme de pré-ordre linéaire et liée aux S-ARs.

5.1. Préordreslinéaires

Appelons ensemble linéaire un ensemble totalement ordonné. Rappelons quitéordre sur un
ensembleE est une relation binaire réflexive et transitive et appefwgsordre linéaire un pré-ordre dont
deux éléments quelconques sont toujours comparables. Nous nous intéressons au probléme suivant : étant
donnés: ensembles linéaires disjointés, ..., L,), L; possédanp; élémentsyi < [n], combien de pré-
ordres linéaires générent-ils, c’est-a-dire, combien de pré-ordres linéaires préservant leurs ordres peut-on
construire ? Noton§3(p1, ..., p,) cet ensemble eP(p1, ..., p,) le cardinal de celui-ci. En associant a
chaque chaing; une couleur; et p; boules, il vient :
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PROPOSITION 5.1. — (i)l y a une correspondance naturelle entre B (p1, ..., pn) &€ D(p1, ..., Pn);
(") P(plvvpn):D(plvvpl’l)

5.2. Positionsrelativesd’intervalles généralises

Dans [7] est introduit 'ensemble de toutes les positions relatives possibles entre une chaine de longueur
p etune chaine de longuegid’un ensemble linéaire (assez grand pour contenir au moing éléments.
Il'y est prouvé que cet ensemble équivaut & un ensemble particulier de syitesgdentiersii(p, ¢). Nous
généralisons le problemenachaines et montrons son équivalence avec les problemes que nous étudions.
NotonsII(p1, ..., p,) 'ensemble de toutes l€p1, ..., p,)-positions.

DEFINITION 5.2.— Etant donnéps, ..., p,) € P", I1(p1, ..., pn) €st 'ensemble des fonctions de
PlLrat+rnl gatisfaisant :
() @ <pr+---+po),wlpr+---+pal=I[r]et
() (Viefl...on)), Teip +ipyripqip ESESITICtEMent croissante.

Ainsi T1(2,2) = {1234 1223 1324 1213 1323 1212 2314 2313, 14231312 2413 2312 3412.

I(p1,..., py) représente bien toutes les positions possibles erdhainegCs, ..., C,), C; de taillep;,
d’'un ensemble linéaire contenant au mamst - - - + p, €léments, car chaque suite est un codage associant
aujeme élément d€;, de rangk dans le préordre correspondant, le couple+ - - -+ p;—1+ j, k). Ainsi,
un élément apparait autant de fois que le nombre de chaines auxquelles il appartient, ce qui revient bien a
travailler sur des chaines disjointes. Montrons alors la

PrRoPOSITION 5.3. — (i) I existe une une correspondance naturelle entre T1(p1, ..., p) €& B(p, ...,

pl’l);
(i) Lecardinal deT1(p1, ..., py) €t D(p1,..., pn).

Démongtration. — (ii) découle de (i) que nous prouvons. Saite T1(p1,..., pp) €t X = {x1,..., x,}
une famille — prise comme-alphabet — den ensembles linéaires distincis = x;1 < -+ < x4 p,
associée au-tasvy = {x]*,...,x3"}. Associons a chaque intervallp; + - -+ + pi; + 1, p1+ -+ + pil
I'ensemble linéairer; = x;1 < --- < x; ,, par isomorphisme d’'ordre dé:] sur |J!_, x; défini par :
Vi € [n], Yk € [pi), ¢(p1+ -+ + piy + k) = xi k. SurlJ!_, x; la relation binaire définie par < y si et
seulement sir (¢(x)) < w(@(y)) est un pré-ordre linéaire, d'aprés les propriétés de

Réciproquement, soit un pré-ordre totalsur | J;_; x;. Soit I'ordre total <— induit sur les classes
d’équivalence. Notons< le nombre de ses classes. Construisons la fonetione [p1 + - - - + p,] sur
[r<] en posanVi € [n], Vk € [p;], m<(p1+ - - - + pi; + k) égale le nombre de classes inférieures ou égales
alaclasse de; ;. Ainsi, < € II(p1, ..., pn). O
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