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Résumé Dans [4], en s'inspirant de [2], on a défini un invariaxt/) € Q, pour toutf € M, 1, le
groupe modulaire d'une surface compacte, connexe, orientée, a bord connexe, de genre
Pour f € 7, 1 (un certain sous-groupe du groupe de Torelli), on a montré dans [4],
en utilisant la formule de chirurgie de Casson, gnéf) coincide avec linvariant de
Casson [1] de la sphére d’homologie entidfe, obtenue en recollant deux corps d’anses
par f. Le but de cette Note est de montrer directement (i.e. sans référence a Casson) que
A(f), pour f € 7, 1, ne dépend que de la 3-varigi,. La formule de chirurgie, qui est
I'un des points difficiles chez Casson, résulte pratiquement de la définitiar( (e Pour
citer cet article: B. Perron, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 199-204. O 2002
Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

A new definition of the Casson invariant

Abstract In [4], following [2], we have defined an invariamk(f) € Q, for any f € M, 3, the
mapping class group of a compact, connected, oriented surface with connected boundary,
genusg. For f € 7, 1 (a certain subgroup of the Torelli group), we have shown in [4], using
Casson surgery formula, thAt( f) coincides with the Casson invariant [1] of the homology
sphereM ¢, obtained by gluing two handlebodies alofigThe purpose of this Note is to
prove directly (i.e., without reference to Casson) thatf), for f € 7, 1, depends only
on M. The surgery formula, which is a difficult point in Casson version, follows almost
immediatly from the definition ofA(f). To cite this article: B. Perron, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 334 (2002) 199-204. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Let S, 1 be a compact, connected, oriented surface of ggnusth connected boundary anti, 1 its
mapping class group, i.e., the group of isotopy classes of homeomorphising,ofhich are identity on
the boundary.

In [4], following [2], we have defined an invariank(f) = —%ZQO(A/Z/(f)) + 2—14d(f) € Q, for any
f € Mg 1, wherefpg andd are maps defined in [2] (resp. in Lemma 4.4 and & 6) afd(= o o A
with the notations of [4]) is related to the second Johnson homomorphism.

We have shown in ([4], Corollary 2.3), using Casson surgery formula, thay far7, 1 (a certain
subgroup of the Torelli group of, 1), A(f) coincides with the Casson invariant #f;, the Z-homology
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sphere obtained by gluing two handlebodies of genakbng f. SoA(f) depends only ot/ ; (as remark
by Morita [2], Proposition 2.3, an-homology sphere is obtained by this way).

The purpose of this Note is to show directly (i.e., without reference to Casson) tifat(for f € 7, 1)
depends only oM. This amounts to show thak(f) is invariant by the two Reidemeister—Singer
operationsgee[2] & 2 for example): stabilization and equivalence. Recall that two elemgntss M, 1
are equivalent if there exist homeomorphisgng J\/’éyl, n € Ng1 such thatf = &gn, where Ny 1
(resp.,/\/éﬁ’l) is the subgroup oM, 1 consisting of homeomorphisms 8§ ; extending to the handlebody

H, bounded by the standard embeddingSeh in RR3 (resp., tng’ = (R3U 00) — H,). This is done by
lenghty but elementary computations, using propertiei,af, A5. On the other hand, the surgery formula
in Casson version which is hard to prove and use as a “black box” a difficult theorem of Nevsstefdd)(
follows almost immediatly from the definition & ( /). This gives an independant point of view of Casson
invariant.

The invariance ofA under stabilization follows from the definition &f. A key step in proving the
invariance ofA under equivalence is to show that\, 1 N Z, 1) = 0, whereZ, 1 is the Torelli subgroup
of S,.1, together with the fact thah restricted ta\V, 1 N Z, 1 is @ homomorphism. To do this, we exhibit
a (infinite) set of generators o, 1 N Z, 1, which are in fact all conjugated (by a certain finitly generated
subgroupg of N, 1) to a finite set of elements 0¥, 1 N Z, 1. This uses only classical arguments such as
Suzuki finite set of generators #f, 1 [8], Steinberg presentation of the linear groupGL) [3].

Introduction

Soit Sg,1 (resp.Sg) une surface compacte, connexe, orientée, de gearec une composante de bord
(resp. sans bord). Désignons pétr, 1 (resp.M,) son groupe modulaire, c’est-a-dire le groupe des classes
d’isotopie d’homéomorphismes égaux a l'identité sur le bord (resp. préservant I'orientation). On a des
applications naturelles :

M1 -5 My 2% sp2g.7)

(ou Sp2g, Z) désigne le groupe symplectique des matricesx2g a coefficients entiers) définies de la
fagon suivante : considérafif 1 comme une sous-variété dg (telle queS, — S, 1 esthoméomorphe a un
disque), on prolongg € M, 1 par l'identité sur le disque. Poyt € Mg, Bo(f) est lisomorphisme induit
surH = H1(Sg,1; Z) = H1(Sg, Z), muni de la forme symplectique d'intersection.

NotonsZ, 1 (= M(2) avec les notations de [4]) le groupe de Torellisie,, c’est-a-dire le groupe des
(classes d'isotopie) homeéomorphismesSda, induisant l'identité surf. On désigne paf, 1 (= M(3)
avec les notations de [4]) le sous-groupe normakig,, engendrée par les twists de Dehn le long de cercles
plongés dans, 1 et homologues a 0.

Dans [4] on a défini une applicatioA, : Mg 1 — (Q% H) ® H® H, qui restreinte &l 1, est un
homomorphisme. Cette applicatidn est étroitement liée a ’homomorphisme de Johnspode [2]. Pour

f € 7,1, Il est montré dans [4] que I'image d&, =7 o A2/Ty1: Tg 1 A2, (é H)® H® H - (E
) ® H ® H est contenue dans le sous-groupengendré pafa A b) ® (a Ab) etanb < cAd=
(anb)®(cAnd)+ (cAd)® (a Ab) pourtouta, b, c,d € H (Quandc A d appartient aH ® H, il est par
définition égala ® d —d ® ¢).

Soito :2 H ® H ® H — T 'homomorphisme défini par :
a((a/\b)@(c@d)) =aAnb<wcAd.

Alorso/T =4idr. On pose alordl; =c om0 Ap: Mg 11— T.
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Morita, dans ([2], lemme 4.4 et & 5), a défini un homomorphisfpe T — Z, et une application
d: Mg 1~ Z.0n pose alors, pour toyte Mg 1 :

1 1
A(f) = —1—290( 2()) + 224N €Q.

(Morita, dans [2], a une formule apparentée a celle-ci, mais définie uniquement pofy 1.)

Considérons§, (contenants, 1) plongée de fagon standard da®d Soit H (resp.H' =R3U oo — ;1)
le corps d’anses bordé péiy C RR3.

Alors, pour toutf € M, 1, notonsM s la 3-variété obtenue en recollakita H' par ’homéomorphisme :
f:9H — dH'. Il est facile de voir que sf € Z,,1, alorsMy est une sphere d’homologie entiere (notée
dans la suiteZ.SH). Morita [2] a noté que tout&SH est homéomorphe & ; pourunf € 7y 1.

On a une fleche naturell@, 1 — Z,,11 (stabilisation ou opératiolRSI; RS pour Reidemeister—
Singer). En adaptant un théoréme de Reidemeister-Singer [5] a la clasé8ldesn peut montrer ([2],
théoreme 2.2, proposition 2.3) queyse Z,/ 1 ety € Z,» 1 donnent de€SHhoméomorphes, alors, quitte
astabiliser ety dans urZ 1 (g > ¢, "), il existeé e Ny 1, n € N1 tels que:

RSIl ¢ =§&yn

ouNg 1 (resp.Néﬁ’l) désigne le sous-groupe def, 1 constitué des homéomorphismes qui s’étendent au
corps d'anse$/ (resp.H').
Dans ([4], corollaire 2.3), inspiré par [2], on a démontré la :

PrROPOSITION 0. —Pour f € 7, 1, A(f) = A(My) ou A désigne l'invariant de Casson de BESHM ¢
(voir [1] pour une définition de l'invariant de Casspn

Il s’ensuit queA( f) est invariant par les opératioRSIet RSIL.

Le but de cette Note est de montrer directement I'invarianae(@® par les opérationRSletRSlI(c’est-
a-dire sans référence a Casson). C’est la proposition A ci-dessous. La propBsitiomt la démonstration
découle presque immédiatement de la définitiomdalonne la formule de chirurgie sur un noeud et un
entrelacs boravoir [1], propositions 1.3.3 et 4.9).

Remarque— Dans I'approche originale de Casson, le fait que ce soit un invariaitteest plus ou
moins élémentaire (dés qu’on a la définition du futur invariant). Par contre la formule de chirurgie, qui
permet de faire des calculs explicites, est beaucoup plus difficile a démontrer : la démonstration utilise
en particulier un théoréme profond de Newstead sur les représentations d’'un groupe libre ¢@ns SU
(voir [1]). ConcernantA, la situation est inversée : les formules de chirurgie découlent pratiquement
de la définition mais la démonstration de l'invariance requiert des calculs longs et fastidieux, bien
qu’élémentaires. L'outil le plus sophistiqué qu’on utilise est la présentation (de Steinberg) par générateurs
et relations du groupe linéaire GL, Z) ([3], corollaire 10.3).

PROPOSITIONA. — A(f), pour f € 7, 1, estinvariant par les opérations RSI et RSII.

Pour uneZSH, £, posonsi(X) = A(f), pour unf € T,.1, tel queX = M. Soit L = {ky, ..., k,} un
entrelacs dan ; notons® + L = X + k1 + --- + k, la ZSH obtenue dex par chirurgie surL, avec
coefficient I/_1 (voir & 9-G de [6]).

PROPOSITIONB. —
(i) Sik estun nceud dans uasSH X alors:

- - 1
ME4k)=A(E) — EA;g(l),
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oU Ag(z) est le polynéme d’Alexander normalisé/ide ¥ (voir [1], Appendice A
(i) SiL = (k,¢) estun entrelacs borfl.e. k et¢ bordent des surfaces de Seifert disjointers :

ME+Ek+O)=E++AZ+0)—rD).

Esquisse de preuve de la proposition ALiavariance deA par stabilisation est évidente de par la
definition. Il reste & prouver qui(f) = A(g), pour f, g € Tg 1, tels quef =&gn, § e Ny 1, n e Ny ;.
La démonstration du lemme suivant est facile.

LEMME 1. -
(1) AN 1 ﬂlg,l > Q (resp.A |/\f.£§,1 NZg 1 — Q) estun homomorphisme.
(2) A |7, estinvariant par RSII sSA (N, 1NZg 1) =0.

Remarque— On voit facilement que\ (Vg 1 N Z, 1) = 0 est équivalent & ( 51,1 NZ,1) =0.

Etant donné un cercle plongé daf)s1, on noteD(c) le twist de Dehn le long de. On définit alors les
eléments suivants déf, 1 :
Yij = D(uij)D(x))"D(y))~! pourl<i<j<g,
V)i = D) D(x;) " D(y)~" pour1<i<j<g,
¢ij = D)) Dy Dy~ pourl<i<j<g,
¢i=D(y), 1<i<g,
3
w1 = (D(x1)D(y1)",
oUu;j, uj;, vij, xi, yi sontles cercles décrits par la figure 1. Il est facile de voirguet w; appartiennent
aN, 1, tandis quey;;j € N1 ﬁNgﬁ’l. On noteg le sous-groupe d&/, 1 engendré pafe;;, Ve, wi; 1<
i<j<g 1<k £<g, k#L}.
Notant Ny = Bo(Ng 1) C Sp(2g, Z), il est facile de voir queBo(G) = Ny'. En utilisant le fait queVy

est isomorphe au produit semi-direct 881, (Z) (le groupe additif des matricgsx g symeétriques) par
GL,(Z) et la présentation de Steinberg de &) ([3], corollaire 10.3) on peut démontrer le :

LEMME 2.-G N7, 1 estle sous-groupe dg& normalement engendré par les éléments suivintd]
désigne le commutateuba—1p~1) :
(1) [dij. drel, 1<i<j<g1<k<L<g.
(2) [1//{]-7 Viels iy J, k, £ tous différentse {1, ..., g}, 01]1//{j = w;l sii<j etl//i’j =1ij Sii > j.
@) W Vil wig ti# ki j kell, ... g).
@) w1 ygwayit 1< j<eg.

Sy,l

U
<

Figure 1.
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(5) wiyjiwiyjr, 1<j<g.

(6) [V Pijl k#i k#j,i, j.k,£e{l,..., g}
) [1ﬁ;£,¢ij]¢jg, i<j,i#4,i,j,L€{l,..., ¢}
(8) [1//}(7¢ij]¢ievi<jvj7é£’i7j7£€{l’~“7g}-
9) ¥, ¢ij195, 1<i < j<g.

(10) [}, piilgiedy 1<i#L<g.

(11) wigrjwigr;, 1< j <g.

(12) wipriwy *og7-

(13) w3.

(14) (Ya2y21v12).

Soit p (resp.p12) la rotation d’angle 2/, (resp. I'échange des deux premiéres ansesj,dedéfinie
par Suzuki [8], qui appartient.&,1 NN ;. Il est connu ([2], lemme 2.5), que l'mage #& 1N Z, 1 par
le premier homomorphisme de Johnsan dans les notations de [442 dans les notations de [2]) est le

sous-groupe B H engendré par I'orbite des cing éléments suivant? #le sous I'action du sous-groupe
de Si2g, Z) engendre paBo(p), Bo(p12)

ar=ai1ANax Aby, oaz2=a1Abi1Aby, az=aiNax Ab3, was=aiAbyAb3, «a5=>b1AbyADbs3.

Dans ([4], & & 3.3.1 a4 3.3.5), on a défini des éléments spécifiques. ., ns de Ny 1 N Z, 1, tels que
Aini)=aw;,i=1,2,...,5.

Pourg € N, 1N Z, 1, notonsT (¢) € Ty 1 la compositiony o , oty est un produit de conjugués ge
par des éléments du sous-groupe\de; engendré pap et p12, tel queA1(n) = —A1(p) (évidemment un
tel n n'est pas unique).

Rappelons encore que Suzuki [8] a montré 4Ge est engendré par, p12, w1, ¢12, Y12, P11

Onaalorsla:

PROPOSITION 3. —N, 1 N Z, 1 est engendré par les conjugués par tous les élémentd/gde des
éléments suivants

(@) 7@), i=1,2,...,14, ou(i) désigne les éléments gen 7, 1 donnés par le lemm2

(b) T(pgi™), T(p12¢5"), Olig1 (resp.g2) est un élément dg tel queBo(p) = Bo(ga) (resp.Bo(p12) =

B(g2)).
(c) n;,i=1,2,...,5 (définis plus hayt

Remarque- Soitn € Ny 1 N Z, 1. Pour montrer queA(nnn—1) = 0, quelque soitz € N 1, il suffit
de montrer queA(gng~1) = 0 pour toutg € G. En effet soitg € G tel que Bo(g) = Bo(n); donc
ngte Ng1NZ,1.0na doncAA(npn~1) = A((ng ™ Hgng=t (ng™H)~1) = A(gng~1) d’aprés le lemme 1.

Done pour montrer la proposition A, d'aprés le lemme 1, il suffit de montrerAygannule sur les
conjugués par les éléments@ale 7 (i), i =1,2,...,14,T (pgr ), T(o12¢5") etni, i=1,2,...,5.

Poura =7 (i), T(,ogl_l), T(p]_zgz_l) (qui appartiennent, 1), il suffit, en utilisant les propriétes de,
de montrer que\ (o) = 0 ety (2 A5()) = o(A%(a)), pour toutr € J\fg*.

Pourn;, i =1,2,...,5, on utilise le fait queA (n;) = 0 (démontré dans [4], & 3) et une induction sur la
longueur deg € G, exprimé a l'aide des générateurs@le

Preuve de la proposition B. -Soit ¥ une ZSH et k C ¥ un nceud. On peut trouver une surface
de HeegardS, C X telle quek C S, et k borde dansS, une sous-surface ([7], lemme 17.1). Soit
¢ €T, tel quex ~ M,. Il est connu ([2], lemme 3.4) QUE + k >~ My,p) €t donci(T + k) =
A(p o D(k)) = A(p) + A(D(k)), d’apres l'additivité deA sur7y 1. D’apres ([2], proposition 3.2 et 4.5),
A(D(k)) = —%Azcsa (1), ouk est vu danss®, aprés avoir plongé, de fagon standard dass. Puisque
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¢ €T 1, Apcsa(t) = Arcs(t) d'aprés la démonstration de la proposition 3.5 de [2]. La démonstration du
point (ii) de la proposition B est analogue.

Remarque- Les résultats de [2] et [4] qu’on utilise ici sont indépendants du faitgUug) est égal a
I'invariant de Casson d&f ;.
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