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Résumé

Abstract

Introduction

Le modéle relationnel de la logique linéaire (LL) est probablement I'un de ses modéles dénotationn
les plus simples. Les formules y sont interprétées par des ensembles et les preuves par des relat
Dans [3], Bucciarelli et Ehrhard ont cependant montré que, sous son apparente simplicité, ce modéle pot
constituer le socle d’un travail sur la complétude dénotationnelle (étude conduisant notamment & la not
de logique linéaire indexée et a toute une famille de modeles dénotationnels non uniformes de LL).

Dans [4], Girard construit un modele cohérent du systémeans lequel un théoreme de forme
normale garantit une représentation finitaire des preuves. Cependant, la structure cohérente est absolu
indissociable de ce modéle (elle est, entre autre, un ingrédientindispensable a la définition de la composi
des morphismes). La question de savoir s'il était possible de définir un modéle relationnel de la logiq
linéaire du second ordre (14 était donc ouverte et, a cette question, était subordonnée toute tentativ

On construit un modele purement relationnel de la logique linéaire du second ordre. En
I'absence de toute notion de cohérence, on s'attachera tout particulierement a établir un
théoréme de forme normale qui permettra d'interpréter les quantificateurs du second ordre.
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Relational model of second order linear logic

We define a purely relational model of second order linear logic. In the absence of any
notion of coherence, we will especially concentrate on establishing a normal form theorem
that will give rise to the interpretation of the second order quantifiers. To cite this article:
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d’extension du travail de Bucciarelli et Ehrhard au second ordre.
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1. Formules et foncteursstables

Rappelons que dans le modéle relationnel de la logique linéaire, une formets interprétée par
un ensembleA* et que toute preuve de A est interprétée par un sous-ensembtede A*. L'idée la
plus simple pour étendre cette sémantique au second ordre est alors la suivaatestsine formule
de LL? ayant une variable du second ordtdibre, A* devrait se comporter comme une opération qui a
tout ensemble&X associe un ensemble* (X). Par ailleurs, pour des questions de « polymorphisme » pour
les variables du second ordre, la fonctidh doit étre « compatible » avec I'opération de renommage des
éléments deX, ce qui conduit & interpréter les formules de par desfoncteursn-aires deZ” dansZ
(ouZ désigne lacatégorie des ensembles et injectipns

Dans la suiteZ" désignera la catégorie dont les objets sontdaplets d’ensembles et les morphismes
desn-uplets d’injections. Etant donnéX1, ..., X,,) et (Y1, ..., Y,) deuxn-uplets d’ensembles, on dira
que(Xi,..., X,) estinclusdans(Ys, ..., Y,) (que I'on notera X1, ..., X,) € (Y1, ..., Y,)) lorsque pour
touti €{1,...,n},onaX; CY;.

Etant donnés et F deux ensembles, on nofe+ F I'union disjointe deE et F définie parE + F =
({1} x E)U ({2} x F). Par ailleurs, étant donné un ensemlleon noteraM;iin(X) I'ensemble des multi-
ensembles finis suX, et[ay, ..., a,] le multiensemble dont les éléments sant. . ., a,.

Afin d’obtenir une représentation finitaire des preuves, il est alors essentiel d'exiger une condition
stabilité des foncteurs.

DEFINITION 1.— SoitT : 7" — Z un foncteum-aire. On dira qud’ est unfoncteur stabldorsque
(i) T préserve les inclusions,
(iiy T préserve les unions filtrantes (hypothése de continuité),
(iii) T préserve les intersections finies (hypothése de stabilité).

Gréace a I'hypothése de préservation des inclusions, on peut montrer qu’un fonetieelf” est stable si
et seulement s'il préserve lpstites limites filtrantest lesproduits fibrésOn obtient le théoréme de forme
normale suivant.

THEOREME 2 (théoreme de forme normale)SeitT : 7" — Z un foncteur stable, soierky, ..., X,

.....

telle que:

() aeT(Xg, ..., Xp),
(ii) pour toute famille d’'ensemblé®y,...,Y,), sia € T(Y1,...,Y,) alors pour touti € {1,...,n},0na
XHCX;.

De plus, la famille(Xé, ..., X)) ne dépend que du poiatet du foncteulT (et pas dg Xy, ..., X,)).

La suite (Xcl,, ..., Xp,a) est alors appeléorme normale canoniqude a. L'existence d'une forme
normale canonique (et pas seulement de formes normales comme dans [4]) provient de I'hypoth
de préservation des inclusions. C'est un point central de notre modele qui conduit & une vision que
syntaxique des foncteurs stables. Dans [2], on exploite cette propriété pour construire un systeme de log
linéaire indexée du second ordre.

Etant donné un foncteur stableaire T : 7" — Z, on appellergre-tracen-aire deT la classe de toutes
les formes normales canoniques relativement au fon@t€apus la noteronS(7)).

Toute formule de la logique linéaire propositionnelle est interprétée par un foncteur stable au moyen
constructions suivantes. Etant donisést 7 deux foncteurs stablesaires, on pose :

{ (S x T)(X) = S(X) x T(X) (ou X est une suite d’ensembles)
S x D) (f)@,b)=(S(f)@,T(F)B) (©Ufi:Xi > Ydicqt...n et(a,b) € S(X) x T (X))
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(S+1)(X)=S(X) +T(X) (ou X est une suite d’ensembles)
S+ (f)La)=(L5(f)@) (©U(fi: Xi > Yie,..n €ta € 5(X))
S+D(f)2b)= (2T (f)@) (OU(fi:Xi > Yi)icq,. ) etbeT (X))

-

(18) (X) = Miin (S(X)) (o0 X est une suite d’ensembles)
(8)(f)]a, ..., an) = [S(f)(@D), ..., S(f)(@)] (OU(fi: Xi = Yi)ieq...n) €L

.....

Les foncteurs ainsi définis sont des foncteurs stables interprétant respectivement les construct
multiplicatives ®, g et—o), additives { et &) et exponentielled et ?) de la logique linéaire.

2. Preuveset objetsdetypevariable

Comme nous l'avons rappelé, si est une preuve d’'une formulé, alors I'interprétation der dans
le modéle relationnel de LL est un sous-ensembleiieDeés lors, siA comporte une variable libre du
second ordreX, on est amené & interpréter comme une famillgzy € A*(X))x<z. La condition de
«compatibilité avec le renommage » conduit, comme dans [4], & la définition suivante.

DEFINITION 3.—SoitT : 7" — 7 un foncteur stable. Ulbjet de type variable” est une famille
t=(3 S T(X))XGI" satisfaisant l@ondition de mutilatiorsuivante : étant donnég; : X; — Y)ic(1,....n}
une famille d’injections, on a

Iy = T(f)_l(t?).

Etant donnéss et T deux foncteurs stablesaires, on définit les morphismes devers7T comme les
objets de type variabl§ — T'. Afin d’interpréter la régle de coupure, il faut étre capable de composer ce:
morphismes. Etantdonngs S — T et : R — S deux objets de type variable (avR¢S et T des foncteurs
stables unaires), la famillgy osx) x<7 (OUtx osx désigne la composée relationnellergdestsy) ne vérifie
pas nécessairement la propriété de mutilation contrairement a ce qui se passait daois [4] gour un
contre-exemple). En fait, le probléeme majeur est que contrairement a ce qui se passait dans le model
systemeF’ de Girard, on ne peut plus s’appuyer sur la notion de cohérence pour composer les morphism
Nous allons donner une définition de la composition qui se comporte bien dans le cadre ensembliste.

Pour toutr € N, on définit alors la catégoriRel[rn] comme suit :

¢ lesobjetsde VR[] sont les foncteurs stablasaires deZ” dans? ;

e Si S et T sont des objets d¥Rel[n], lesmorphismegsle S dansT de VRel sont les objets de type

variableS — T.
Etant donnd&" un foncteur stable-aire, on définit 'identité dg" par,

(d7)x,...x, ={(a,a); a € T(X1,..., Xp)}

pour toute famille d’ensemble$y, ..., X,,.

Si R, S et T sont des foncteurs stablesaires et que : R — S etr : S — T sont des objets de type
variable, alors on définia composéeo s par :

(a,c) € (t o 8)x,,..x, Si et seulement s'il existe une famille d’ensemblés...,Y,, une famille
d'injections(f; : X; < Yi)ieq1,...n) €t UN élémenk € S(Y1, ..., Y,) tel que

.....

(R(fl”fn)(a)vb) etyl,,.,,yn et (va(flvvfn)(C)) GSY]_,,.,,Y”-
On vérifie qu’avec cette définitioh,la composée de deux objets de type variable est bien un objet de

type variable (en fait; o s est le plus petit objet de type variabe— T contenanit; o s3)5.7), €t on
prouve goir [1]) queVRel[n] est un modéle catégorique de la logique linéaire propositionnelle.
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3. Lesecond ordre

Nous allons maintenant interpréter les quantificateurs. ®citVRel[n] — VRe[n + 1] le foncteur
d’oublidont la partie objet est définie p@i(T) (X1, ..., Xy4+1) =T (X1, ..., X)) et®(T)(f1, ..., fa+1) =
T(f1,..., f») (et de méme pour la partie morphisme). Le probléme de l'interprétation du second ordi
consiste a montrer que le fonctetiradmet un adjoint a droit€ : VRel[n + 1] — VRel[n] (et donc aussi
un adjoint a gauche).

Etant donnél : 7"*1 — 7 un foncteur stable: + 1-aire etX,..., X, une suite d’ensembles, on
note Ty, .. x, le foncteur stable unaire défini pdf, x,Y) =T(X1,...,X,.Y) et Tx,  x,(f) =
T(X1,...,Xn, f).

yeney

.....

famille d’ensembles, on définit la relation d'équivaleneg{ suri(Tx1 x,) par (X, a) ~r; (¥,b) siil

yeuey

existe une bijection : X = Y telle quea = Tx,. .. x, (o) (b).
On définit latracede T comme I'opération qui & une famille d’ensembi(e§ € 7);¢(1,... »} associe le
quotient

v

T(T)(Xl, ey Xn) — ‘I(TX]_,,,,,X”)/N

On montre ensuite que cette opération de trace s'étend en fait aux morphiginés]j en un foncteur
stable¥(T): 7" — T.

PROPOSITION 5. —SoitT : Z — Z un foncteur stable unaire. Il y a une correspondance canonique et
bijective entre
(i) les objets de type variablE,
(ii) les sous-ensembles T€T).

Cette correspondance associe a un abjiettype variablg” sa trace notég(r). On peut donc étendfe
en un foncteur d¥Rel[n + 1] dansVRd [n].

THEOREME 6. —Le foncteur¥ est I'adjoint a droite deb.

Par conséquent, les catégonézel[n] définissent bien umodeéle de la logique linéaire du second ordre
Sur la base de ce modéle, on construit, d’une part une extension au second drdrediLsystéme L)
(voir [2]), et d’autre part une famille de sémantiques dénotationnelles non uniformes’dedit [1]).

1Dans le cadre des espaces cohérents, cette définition coincide avec la composition de Girard.
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