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Résumé Nous introduisons la notion de taille asymptotique d’'un point fixe parabolique, et la
relions a la vitesse d’explosion en un cycle dans certains cas. Pour les points fixes de
la famille quadratique, nous donnons une relation avec le rayon conforme interne des
disques de Siegel. Les applications apparaitront dans une note ultéReureciter cet
article: A. Chéritat, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 1107-1112. 0 2002 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

About the speed of explosion of parabolic fixed points in the quadratic
family

Abstract We define the asymptotic size of a parabolic fixed point, and link it to the speed of explosion
into a cycle in some cases. For the fixed points of the quadratic family, we give a relation to
the inner conformal radius of Siegel disks. Applications will be given in a further fiote.
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Abridged English version

1. The asymptotic size of a parabolic germ

Let f be a germ of parabolic fixed poinf:(0) = 0, and f/(0) is a root of unity. Letk € N* such that
(f8(0) =1.If f*=Idlet L(f) = +o0. Otherwise let € N* such thatf*(z) — z has a root of order % r
at 0. In that case there exists a unique- L( f) > 0 such that for alf attracted by 0 under the dynamigs

; L
1"@I,
The numbedt (f) is called theasymptotic sizef f. Its definition is independent of the choicelofLet us
write

A =z+C T +0(1?)

with C € C*. Then
1/r

k
L(f)z‘E
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2. Speed of explosion

Let p/g be an irreducible fraction with > 0 andio = i27p/q. Supposefs(z) = f (A, z) is an analytic
function from a neighborhood d#.g, 0) to C with

H(@) Zjoe’\z +0(z?).
We will make a further assumption: that ¢, i.e.
fh(2)=z+Cz% +0(z71?)
for some complex numbeT £ 0. We will noteL, the asymptotic size offo:

1
def /4

1
L) = |2
The functionff0 hasg + 1 fixed points merged at 0. When one pertukpsit explodes into the union
of 0 and of a cycle offy, of period exactlyg. With the implicit function theorem, one can show that the
exploded cycle may be writtep(8) wherey is a holomorphic function andl is the set of-th roots of
A — Ao. An elementary computation yieldg!(0)? = —¢q/C. Thus
|x'(0)| =¢%La.

3. The case of the quadratic family

ic2

previous section. If € R is irrational, then e?tﬁer 0 is a Siegel pointBp,» or a Crémer point. In the first
case, let(0) be the conformal radius at O of the Siegel disk) (that is the unique > 0 such that there
exists a analytic diffeomorphism froniD to A(6) that sends 0 on 0 with derivative 1 at 0). In the second
case, and in the cagec Q, let A(6) =¥ andr(0) =0. Then

Let P,(z) =€z +z? andL,(p/q) = L(P! p/q). The functionP, (z) satisfies the assumptions of the

THEOREM. —
Vo eR, limsup (La <£>) =r(9), (1)
pla—6 4q
+
Vo eR\Q, lim <La <@)> =r(0), (2)
n—s> 400 qn

where(p,/q,) is the sequence of convergents of the continued fractién of
The proof is based on the work of Jellouli [5-7], and on the following crucial inequality:

LEMMA. —There exists a sequendg ~ cst/¢3 such that for all irreducible fractiorp/g (¢ > 0), the
the set of values df on which one can follow holomorphically the explosion in terms ofjtiie roots of
A —i2mp/q contains the ball of centéBr p/g and radiusr,, .

1. Lataille asymptotique d’'un germe parabolique

Soit f un germe holomorphe de point fixe parabolique, c’est a dire un germe en 0 tg¢lQue 0 et
£7(0) soit une racine de l'unité. Il existe doas N* tel que( %) (0) = 1. Si f* est I'identité (condition
indépendante de), nous poseronk( f) = +o0. Sinon, soit- € N* tel que I'ordre d’annulation d¢* (z) —z
en 0 soit égal a % r (r est le nombre de pétales, indépendant deoir [3] ou il est démontré que est un
multiple de I'ordre def’(0) dans le groupe des racines de I'unité). Le bassin d’attractide O, c’est a dire
I'ensemble des pointstels quef” (z) — 0 par valeurs distinctes de 0, est un ouvert non vide et adhérent
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a 0 (il contient la fleur de Leawpir [3]). Il existe alors un uniqué = L(f) > 0 tel quevz € A,

@] ~ L

n——4o0 pl/r’
Notons que cet équivalent est indépendant.déonsidérons-le comme un développement asymptotique,
par rapport a, a un seul terme : pour voir apparaitre la dépendanceiéfaudrait le pousser plus loin.

DEFINITION 1.— Nous appelleronk la taille asymptotiqu&le f au point parabolique 0.

Supposons que pour un certailg N*
A =z+C T +0(1?)
avecC e C*. Alors

k 1/r
L(f)z}E .

Il est facile de voir avec la définition de que pour toutn € N*,

L(m = L)

i/

2. Vitesse d’explosion

Soit p/q une fraction irréductiblég > 0),
Ao =27 L
q
et 2,.(z) = f (%, z) € C une fonction analytique a deux variables définie au voisinagel®) et vérifiant
file) = ez +0(z%).
7—

Supposons de plus qlféo possede exactemappétales r = ¢ (sinon il peut arriver que soit un multiple
degq). SoitC # 0 tel que

fh(2) =24 Cz9% +0(z71?)

et notonsl, la taille asymptotique dgfo :
1 |YVa
L () = |
Attention sig #1, L, = L(ffo) est different deL( f3,) : des définitions, il découle gqu'ils sont liés par
la relationL( fi,) = ¢*/7L(f;! ). Notons quey'/¢ — 1 quandy — +o0, ce qui fait que I'on pourrait (pour
nos applications) indifféremment prendtéf;,) ou L(ffo).
EnQ, la fonctionff0 posséde exactemeqt+ 1 points fixes confondus. Quand on pertuilpeen un

parametre. proche, le point fixe multiple 0 dﬁfo explose en laréunion de 0 et d'un cycleflede longueur
exactemeny. Le multiplicateur de ce cycle sera noté Un calcul (on pourra par exemple consulter [7],
Proposition 1, calcul dg’ (o)) montre que

m= 1—q28+0(82),
ol e = A — Ag. Ainsi, on peut changer de parameétre et premdiau lieu dex. Nous noterong une racine
g-iéme dem —mo, OUmg=1:

n?=m-—1

Une application du théoréme des fonctions implicites montre que#patit (ssin petit), le cycle s'écrit
x(8) ou x est une fonction holomorphe étdésigne les; racinesg-iémes des = 1 — Ag. Un calcul
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élémentaire donne :
q
"0 =—-=.
x'(0) c

DEFINITION 2. — Nous appellerongtesse d’explosiodu point parabolique O la dérivée suivante prise
enn=0:

ax
e= 3_77 n=0'
On calculeV, = |x/(0)|/¢g%7 =11/¢C|Y4, d’ou :
PROPOSITION 1. —
Vo=Lg

3. Cas de la famille quadratique
Soit
P.(z) =€z + z2

On noterak (P) I'ensemble de Julia rempli du polynénie etJ son bord yoir [3] pour la définition de ces
objets). Nous noteror(s(g) etL, (5) les valeurs de la constanteet |a taille asymptotique correspondant
aliterég-iéme dePiozp /4.

Si 6 € R est irrationnel, alors 0 est soit un point de SiegelRig g, soit un point de Crémer. Dans le
premier cas, on notg(®) le rayon conforme interne au point O du disque de Siegé) de Pi2¢ (il s'agit
du rayonr de I'unique disque'D de centre O pour lequel il existe un diffétomorphisme analytiquelle
dansA qui envoie 0 sur 0 avec dérivée 1 en 0). Dans le deuxiéme cas, ainsi que dans lefcag)ou
on poseA(9) = o etr(9) = 0. Les énoncés de cette note, ainsi que leurs preuves, ne nécessitent pas de
connaitre la caractérisation de Bjruno—Yoccoz @lesR pour lesquels on a un point de Siegel (que I'on
trouvera dans [8]). Il n'est pas non plus fait usage des applications quasiconformes, ni de la théorie de
l'implosion parabolique.

THEOREME 1. —

Vo € R, Iimsup(La<£>) =r(0), (1)
p/qg—6 q
#
Vo e R\ Q, ﬂToo (La (&» =r(0), (2

ou p, /g, est la suite des réduites en fraction continuegdde

Notons que puisque I'ensemble de& R pour lesquels 0 est un point de Crémer ou parabolique est
dense dan®, le théoreme précédent implique que limynf_¢(Ls(p/q)) = 0. D'autre part, le méme
+

énoncé tient avec la taille asymptotiqug= ¢4 L, de P/, au lieu dePian/q, ou bien avec la vitesse
d’explosion par rapport & : V, = |dx/0m| = L4, ou bien avec la vitesse d’explosion par rappokt a
|0x/0A| = g%/1V,, car dans chaque cas, leur quotient par rappdit@/q) est égal & une puissance fixe

1/q 1/q
deg/4,0org q_)—+>oo 1.

Pour prouver le Théoréme 1, il suffit de prouver l'inégalitédans (1), et I'inégalité liminf.. > r(9)
dans (2). Sous cette forme, la deuxiéme inégalité est une conséquence de I'analyse faite par Habib Jellouli
dans sa thésedir [5] ou [6]). La premiére fait intervenir I'étude de I'explosion des points paraboliques.
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3.1. La borne inférieure
L'inégalité liminf L, (p,/q,) > r(9) résulte des deux lemmes suivants :

LEMME 1 (Jellouli [5]). —Supposons que®) > 0, et soitd I'isomorphisme conforme d&(6) vers le
disquer (9)D vérifiant®(0) = 0 et &'(0) = 1. Soit F;, = ® o P, o ®~1. Soiti, = i2x P,/q,. Alors pour
tout compactC der(9)D, il existeN tel queVn > N, lesqg, premieres itérées dg,, sont définies su€ et
ne sortent pas de(9)D. De pIus,an” — Id uniformément sur tout compact d&)D.

Le lemme ci-dessous est conséquence d’une majoration élémentéite tg) :

LEMME 2.-S0itG, : D — C une suite de fonctions holomorphes ayanfam point fixe parabolique
de multiplicitég, 7 400, ettelle queG, — Id uniformément sur tout compact @e(la condition
n——+00

n—-+00

plus faible queG,,) est bornée sur tout compact suffit égalemedoit L, (n) la taille asymptotique d&,
en0. Alors
liminf L,(n) > 1.

i
n—-+00
3.2. La borne supérieure

Nous avons besoin de préciser la facon dont on peut suivre I'explosion du point paraboliqug/gSoit
une fraction irréductible, ety = i2n§. Perturbons.o en

A =Ag+ 89,

ou § est un paramétre. Le lemme suivant est une application assez simple du théoréme des fonctions
implicites.

LeMME 3 (Description de I'explosion). # exister > 0, une fonction analytiqug : r¥/9D — C, k € N
et des fonctions analytiqués, .. ., & de B = B(Ao, r) dansC, telles que

— pour touts € /9D non nul et pourh = Ag + 87, les points fixes dé’f sont lesq + 1+ k points
distinctssuivants: 0, x (8), x (€27/4), ..., x(8d27@=D/a) g1(2), ..., &(1). Ce sont tous des points
fixes de multiplicit& ;

— en zéro,x(0) = 0, et pours = 0 et A = A, les points fixes d&®; sont lesk + 1 points distincts
suivants 0 avec multiplicitég + 1, et&1(A), ..., & (L) avec multiplicitél ;

—enzéroy’ (0 =—qg/CouC=C(p/q).

Pour la borne, un point crucial est de pouvoir prendre une valeur deffisamment grande. La
combinatoire des polyndmes quadratiques, ainsi que I'inégalité de Yoccoz sur la taille des membres de
I'ensemble de Mandelbrot¢ir [4]) permettent de prouver le lemme suivant.

LEMME 4. —Il existe une suitek, > 0, g € N, telle que
R, ~ Ste
q q3
et telle que pour toute fraction irréductibje/q, on peut prendre = R, dans le lemme précédent.

En effet, soit? I'ensemble des parameétrastels quePf posséde un point fixe de multiplicateur 1.
D'apres le théoréme des fonctions implicites appliqué a I'équalib@) — z, on peut suivre localement
un point périodique analytiguement en fonction du paramgtdonc en fonction dé), tant que son
multiplicateur est différent de 1, c’est a dire quand on n’est pas #laBsautre part, le Lemme 3 appliqué
a n'importe quelle valeur de montre qu’on peut suivre analytiquement I'explosion du point parabolique
en termes dé. Ceci implique que I'on peut prendre pauta distancel deirg =i27p/q aP \ {’o}. Pour
minorer cette distancé, nous remarquons a l'aide d’une étude combinatoire que pouktodt différent
de Ao, soit A =i27p’/q pour un entierp’ € Z, auquel cagi — Ag| > 27 /g, soit A est dans un membre
p’/q’ de 'ensemble de Mandelbrot vu en coordonnéesvecq’ < g (et p’/q’ irréductible). Dans ce cas
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par I'inégalité de Yoccoz, ce membre est inclus dans le disque tangent a droite en sa rgeing i2 iR,
etde rayon I2)/q’, et sa racine est a une distar;;:eq% deXo. On en déduit par un calcul de géométrie

élémentaire qui. — Ao| est minoré par une cste®.
On conjecture que le rayon optimal est en ggfe Cependant, pour les applications, nous avons juste

besoin quer,y’? — 1.

Preuve de la borne supérieureGemmeL, = V,, il suffit de majorerV,, c’est a dire|x’(0)| puisque
V. = |x'(0)|/g%1 et g%/ — 1. Pour cela, nous choisissons une équipotentielle suffisamment proche de
K (Pi29) pour que le domaine de Jordah qu’elle délimite ait en 0 un rayon conformeproche de
r (@), qui est le rayon conforme du disque de Siegel s’il y en a un, ou 0 s’il N’y en a pas : c’est possible
d’'aprés le théoréme de Carathéodory de convergence des fonctions univalentes. Nous appelensD
I'uniformisation qui envoie 0 sur 0 avec dérivée 1 en ce point. La semi-continuité supériekrePgeen
fonction deA impliqgue que pourn. dans un voisinage@ de 276, K(P,) C V. Pour p/q suffisamment
proche d& (et différent ded si ce dernier est rationnel), quaddrarie dans le disque de centre 0 et de
rayoanl/q (proche de 1)) =i27p/q + 84 varie dans le disque de centreri2/q et de rayonR, (proche
de 0), donc inclus dans. Donc la fonctiony est & valeurs danig car x (§) est un point périodique dg,,
donc appartient & (P,). Pour conclure, nous appliquons I'inégalité de Schwapzgy, qui envoie 0 sur
0, est définie sur un disque de rayﬁg‘/q proche de 1 et a valeurs dans un disque de rayproche de
r(6), et dont la dérivée en 0 vaut exactemgh).

4. Applications

Nous donnons dans notre these [1,2] une application a une conjecture de Douady, ainsi qu’a une preuve
indépendante d'un théoréme de Yoccoz (nécessité de la condition de Brjuno pour la présence d'un disque
de Siegel pour la famille quadratique).
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