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Résumé Nous introduisons la notion de taille asymptotique d’un point fixe parabolique, et la
relions à la vitesse d’explosion en un cycle dans certains cas. Pour les points fixes de
la famille quadratique, nous donnons une relation avec le rayon conforme interne des
disques de Siegel. Les applications apparaîtront dans une note ultérieure.Pour citer cet
article : A. Chéritat, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 1107–1112.  2002 Académie
des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

About the speed of explosion of parabolic fixed points in the quadratic
family

Abstract We define the asymptotic size of a parabolic fixed point, and link it to the speed of explosion
into a cycle in some cases. For the fixed points of the quadratic family, we give a relation to
the inner conformal radius of Siegel disks. Applications will be given in a further note.To
cite this article: A. Chéritat, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 1107–1112.  2002
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Abridged English version

1. The asymptotic size of a parabolic germ

Let f be a germ of parabolic fixed point:f (0) = 0, andf ′(0) is a root of unity. Letk ∈ N∗ such that
(f k)′(0) = 1. If f k = Id letL(f ) = +∞. Otherwise letr ∈ N∗ such thatf k(z)− z has a root of order 1+ r

at 0. In that case there exists a uniqueL = L(f ) > 0 such that for allz attracted by 0 under the dynamicsf ,∣∣f n(z)
∣∣ ∼
n→+∞

L

n1/r .

The numberL(f ) is called theasymptotic sizeof f . Its definition is independent of the choice ofk. Let us
write

f k(z) = z + Czr+1 + O
(
zr+2)

with C ∈ C∗. Then

L(f ) =
∣∣∣∣ k

rC

∣∣∣∣
1/r

.
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2. Speed of explosion

Let p/q be an irreducible fraction withq > 0 andλ0 = i2πp/q . Supposefλ(z) = f (λ, z) is an analytic
function from a neighborhood of(λ0,0) to C with

fλ(z) =
z→0

eλz + O
(
z2).

We will make a further assumption: thatr = q , i.e.

f
q
λ0
(z) = z + Czq+1 + O

(
zq+2)

for some complex numberC 
= 0. We will noteLa the asymptotic size off q
λ0

:

La
def= L

(
f

q
λ0

) =
∣∣∣∣ 1

qC

∣∣∣∣
1/q

.

The functionf q
λ0

hasq + 1 fixed points merged at 0. When one perturbsλ0, it explodes into the union
of 0 and of a cycle offλ0 of period exactlyq . With the implicit function theorem, one can show that the
exploded cycle may be writtenχ(δ) whereχ is a holomorphic function andδ is the set ofq-th roots of
λ− λ0. An elementary computation yields:χ ′(0)q = −q/C. Thus∣∣χ ′(0)

∣∣ = q2/qLa.

3. The case of the quadratic family

Let Pλ(z) = eλz + z2 andLa(p/q) = L(P
q
ic2πp/q). The functionPλ(z) satisfies the assumptions of the

previous section. Ifθ ∈ R is irrational, then either 0 is a Siegel point ofPi2πθ or a Crémer point. In the first
case, letr(θ) be the conformal radius at 0 of the Siegel disk�(θ) (that is the uniquer > 0 such that there
exists a analytic diffeomorphism fromrD to �(θ) that sends 0 on 0 with derivative 1 at 0). In the second
case, and in the caseθ ∈ Q, let�(θ) = ∅ andr(θ) = 0. Then

THEOREM. –

∀θ ∈ R, lim sup
p/q −→


=
θ

(
La

(
p

q

))
= r(θ), (1)

∀θ ∈ R \ Q, lim
n−→+∞

(
La

(
pn

qn

))
= r(θ), (2)

where(pn/qn) is the sequence of convergents of the continued fraction ofθ .

The proof is based on the work of Jellouli [5–7], and on the following crucial inequality:

LEMMA. – There exists a sequenceRq ∼ cst/q3 such that for all irreducible fractionp/q (q > 0), the
the set of values ofλ on which one can follow holomorphically the explosion in terms of theq-th roots of
λ− i2πp/q contains the ball of centeri2πp/q and radiusRq .

1. La taille asymptotique d’un germe parabolique

Soit f un germe holomorphe de point fixe parabolique, c’est à dire un germe en 0 tel quef (0) = 0 et
f ′(0) soit une racine de l’unité. Il existe donck ∈ N∗ tel que(f k)′(0) = 1. Si f k est l’identité (condition
indépendante dek), nous poseronsL(f ) = +∞. Sinon, soitr ∈ N∗ tel que l’ordre d’annulation def k(z)−z

en 0 soit égal à 1+ r (r est le nombre de pétales, indépendant dek, voir [3] où il est démontré quer est un
multiple de l’ordre def ′(0) dans le groupe des racines de l’unité). Le bassin d’attractionA de 0, c’est à dire
l’ensemble des pointsz tels quef n(z) → 0 par valeurs distinctes de 0, est un ouvert non vide et adhérent
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à 0 (il contient la fleur de Leau,voir [3]). Il existe alors un uniqueL = L(f ) > 0 tel que∀z ∈ A,∣∣f n(z)
∣∣ ∼
n→+∞

L

n1/r .

Notons que cet équivalent est indépendant dez. Considérons-le comme un développement asymptotique,
par rapport àn, à un seul terme : pour voir apparaître la dépendance enz, il faudrait le pousser plus loin.

DÉFINITION 1. – Nous appelleronsL la taille asymptotiquedef au point parabolique 0.

Supposons que pour un certaink ∈ N∗

f k(z) = z + Czr+1 + O
(
zr+2)

avecC ∈ C∗. Alors

L(f ) =
∣∣∣∣ k

rC

∣∣∣∣
1/r

.

Il est facile de voir avec la définition deL que pour toutm ∈ N∗,

L
(
fm

) = L(f )

m1/r .

2. Vitesse d’explosion

Soitp/q une fraction irréductible(q > 0),

λ0 = i2π
p

q

etfλ(z) = f (λ, z) ∈ C une fonction analytique à deux variables définie au voisinage de(λ0,0) et vérifiant

fλ(z) =
z→0

eλz + O
(
z2).

Supposons de plus quef q
λ0

possède exactementq pétales :r = q (sinon il peut arriver quer soit un multiple
deq). SoitC 
= 0 tel que

f
q
λ0
(z) = z + Czq+1 + O

(
zq+2)

et notonsLa la taille asymptotique def q
λ0

:

La
def= L

(
f

q
λ0

) =
∣∣∣∣ 1

qC

∣∣∣∣
1/q

.

Attention, si q 
= 1, La = L(f
q
λ0
) est différent deL(fλ0) : des définitions, il découle qu’ils sont liés par

la relationL(fλ0) = q1/qL(f
q
λ0
). Notons queq1/q → 1 quandq → +∞, ce qui fait que l’on pourrait (pour

nos applications) indifféremment prendreL(fλ0) ouL(f
q
λ0
).

En 0, la fonctionf q
λ0

possède exactementq + 1 points fixes confondus. Quand on perturbeλ0 en un

paramètreλ proche, le point fixe multiple 0 def q
λ0

explose en la réunion de 0 et d’un cycle defλ de longueur
exactementq . Le multiplicateur de ce cycle sera notém. Un calcul (on pourra par exemple consulter [7],
Proposition 1, calcul deρ′(λ0)) montre que

m = 1− q2ε + O
(
ε2),

où ε = λ − λ0. Ainsi, on peut changer de paramètre et prendrem au lieu deλ. Nous noteronsη une racine
q-ième dem −m0, oùm0 = 1 :

ηq = m − 1.

Une application du théorème des fonctions implicites montre que pourε petit (ssiη petit), le cycle s’écrit
χ(δ) où χ est une fonction holomorphe etδ désigne lesq racinesq-ièmes deε = λ − λ0. Un calcul
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élémentaire donne :

χ ′(0)q = − q

C
.

DÉFINITION 2. – Nous appelleronsvitesse d’explosiondu point parabolique 0 la dérivée suivante prise
enη = 0 :

Ve =
∣∣∣∣∂χ∂η

∣∣∣∣
η=0

.

On calculeVe = |χ ′(0)|/q2/q = |1/qC|1/q , d’où :

PROPOSITION 1. –

Ve = La.

3. Cas de la famille quadratique

Soit

Pλ(z) = eλz + z2.

On noteraK(P) l’ensemble de Julia rempli du polynômeP , etJ son bord (voir [3] pour la définition de ces
objets). Nous noteronsC

(
p
q

)
etLa

(
p
q

)
les valeurs de la constanteC et la taille asymptotique correspondant

à l’itéréq-ième dePi2πp/q .
Si θ ∈ R est irrationnel, alors 0 est soit un point de Siegel dePi2πθ , soit un point de Crémer. Dans le

premier cas, on noter(θ) le rayon conforme interne au point 0 du disque de Siegel�(θ) dePi2πθ (il s’agit
du rayonr de l’unique disquerD de centre 0 pour lequel il existe un difféomorphisme analytique derD

dans� qui envoie 0 sur 0 avec dérivée 1 en 0). Dans le deuxième cas, ainsi que dans le cas oùθ ∈ Q,
on pose�(θ) = ∅ et r(θ) = 0. Les énoncés de cette note, ainsi que leurs preuves, ne nécessitent pas de
connaître la caractérisation de Bjruno–Yoccoz desθ ∈ R pour lesquels on a un point de Siegel (que l’on
trouvera dans [8]). Il n’est pas non plus fait usage des applications quasiconformes, ni de la théorie de
l’implosion parabolique.

THÉORÈME 1. –

∀θ ∈ R, lim sup
p/q −→


=
θ

(
La

(
p

q

))
= r(θ), (1)

∀θ ∈ R \ Q, lim
n→+∞

(
La

(
pn

qn

))
= r(θ), (2)

oùpn/qn est la suite des réduites en fraction continue deθ .

Notons que puisque l’ensemble desθ ∈ R pour lesquels 0 est un point de Crémer ou parabolique est
dense dansR, le théorème précédent implique que lim infp/q →


=
θ (La(p/q)) = 0. D’autre part, le même

énoncé tient avec la taille asymptotiqueL′
a = q1/qLa dePi2πp/q au lieu dePq

i2πp/q , ou bien avec la vitesse
d’explosion par rapport àm : Ve = |∂χ/∂m| = La , ou bien avec la vitesse d’explosion par rapport àλ :
|∂χ/∂λ| = q2/qVe, car dans chaque cas, leur quotient par rapport àLa(p/q) est égal à une puissance fixe
deq1/q , or q1/q −→

q→+∞ 1.

Pour prouver le Théorème 1, il suffit de prouver l’inégalité� dans (1), et l’inégalité lim inf. . . � r(θ)

dans (2). Sous cette forme, la deuxième inégalité est une conséquence de l’analyse faite par Habib Jellouli
dans sa thèse (voir [5] ou [6]). La première fait intervenir l’étude de l’explosion des points paraboliques.
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3.1. La borne inférieure

L’inégalité lim infLa(pn/qn) � r(θ) résulte des deux lemmes suivants :

LEMME 1 (Jellouli [5]). –Supposons quer(θ) > 0, et soit$ l’isomorphisme conforme de�(θ) vers le
disquer(θ)D vérifiant$(0) = 0 et $′(0) = 1. SoitFλ = $ ◦ Pλ ◦ $−1. Soitλn = i2πPn/qn. Alors pour
tout compactC der(θ)D, il existeN tel que∀n >N , lesqn premières itérées deFλn sont définies surC et
ne sortent pas der(θ)D. De plus,Fqn

λn
→ Id uniformément sur tout compact der(θ)D.

Le lemme ci-dessous est conséquence d’une majoration élémentaire deC(p/q) :

LEMME 2. –SoitGn : D → C une suite de fonctions holomorphes ayant en0 un point fixe parabolique
de multiplicitéqn −→

n→+∞ +∞, et telle queGn −→
n→+∞ Id uniformément sur tout compact deD (la condition

plus faible que(Gn) est bornée sur tout compact suffit également). SoitLa(n) la taille asymptotique deGn

en0. Alors

lim inf
n→+∞La(n) � 1.

3.2. La borne supérieure

Nous avons besoin de préciser la façon dont on peut suivre l’explosion du point parabolique. Soitp/q

une fraction irréductible, etλ0 = i2π p
q

. Perturbonsλ0 en

λ = λ0 + δq,

où δ est un paramètre. Le lemme suivant est une application assez simple du théorème des fonctions
implicites.

LEMME 3 (Description de l’explosion). –Il exister > 0, une fonction analytiqueχ : r1/qD → C, k ∈ N

et des fonctions analytiquesξ1, . . . , ξk deB = B(λ0, r) dansC, telles que:
– pour toutδ ∈ r1/qD non nul et pourλ = λ0 + δq , les points fixes dePq

λ sont lesq + 1 + k points
distinctssuivants: 0, χ(δ),χ(δei2π/q), . . . , χ(δei2π(q−1)/q), ξ1(λ), . . . , ξk(λ). Ce sont tous des points
fixes de multiplicité1 ;

– en zéro,χ(0) = 0, et pour δ = 0 et λ = λ0, les points fixes dePq
λ sont lesk + 1 points distincts

suivants: 0 avec multiplicitéq + 1, etξ1(λ), . . . , ξk(λ) avec multiplicité1 ;
– en zéro,χ ′(0)q = −q/C oùC = C(p/q).

Pour la borne, un point crucial est de pouvoir prendre une valeur der suffisamment grande. La
combinatoire des polynômes quadratiques, ainsi que l’inégalité de Yoccoz sur la taille des membres de
l’ensemble de Mandelbrot (voir [4]) permettent de prouver le lemme suivant.

LEMME 4. – Il existe une suiteRq > 0, q ∈ N, telle que

Rq ∼ cste

q3

et telle que pour toute fraction irréductiblep/q , on peut prendrer = Rq dans le lemme précédent.

En effet, soitP l’ensemble des paramètresλ tels quePq
λ possède un point fixe de multiplicateur 1.

D’après le théorème des fonctions implicites appliqué à l’équationP
q
λ (z) − z, on peut suivre localement

un point périodique analytiquement en fonction du paramètreλ (donc en fonction deδ), tant que son
multiplicateur est différent de 1, c’est à dire quand on n’est pas dansP. D’autre part, le Lemme 3 appliqué
à n’importe quelle valeur der montre qu’on peut suivre analytiquement l’explosion du point parabolique
en termes deδ. Ceci implique que l’on peut prendre pourr la distanced deλ0 = i2πp/q à P \ {λ0}. Pour
minorer cette distanced , nous remarquons à l’aide d’une étude combinatoire que pour toutλ ∈ P différent
de λ0, soit λ = i2πp′/q pour un entierp′ ∈ Z, auquel cas|λ − λ0| � 2π/q , soit λ est dans un membre
p′/q ′ de l’ensemble de Mandelbrot vu en coordonnéesλ, avecq ′ < q (etp′/q ′ irréductible). Dans ce cas
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par l’inégalité de Yoccoz, ce membre est inclus dans le disque tangent à droite en sa racine i2πp′/q ′ à iR,
et de rayon ln(2)/q ′, et sa racine est à une distance� 2π

q(q−1) deλ0. On en déduit par un calcul de géométrie

élémentaire que|λ− λ0| est minoré par une cste/q3.
On conjecture que le rayon optimal est en cste/q2. Cependant, pour les applications, nous avons juste

besoin queR1/q
q → 1.

Preuve de la borne supérieure. –CommeLa = Ve, il suffit de majorerVe, c’est à dire|χ ′(0)| puisque
Ve = |χ ′(0)|/q2/q et q2/q → 1. Pour cela, nous choisissons une équipotentielle suffisamment proche de
K(Pi2πθ) pour que le domaine de JordanV qu’elle délimite ait en 0 un rayon conformer proche de
r(θ), qui est le rayon conforme du disque de Siegel s’il y en a un, ou 0 s’il n’y en a pas : c’est possible
d’après le théorème de Carathéodory de convergence des fonctions univalentes. Nous appelonsφ : V → rD

l’uniformisation qui envoie 0 sur 0 avec dérivée 1 en ce point. La semi-continuité supérieure deK(Pλ) en
fonction deλ implique que pourλ dans un voisinage- de i2πθ , K(Pλ) ⊂ V . Pourp/q suffisamment
proche deθ (et différent deθ si ce dernier est rationnel), quandδ varie dans le disque de centre 0 et de
rayonR1/q

q (proche de 1),λ = i2πp/q + δq varie dans le disque de centre i2πp/q et de rayonRq (proche
de 0), donc inclus dans-. Donc la fonctionχ est à valeurs dansV carχ(δ) est un point périodique dePλ,
donc appartient àK(Pλ). Pour conclure, nous appliquons l’inégalité de Schwarz àφ ◦ χ , qui envoie 0 sur
0, est définie sur un disque de rayonR

1/q
q proche de 1 et à valeurs dans un disque de rayonr proche de

r(θ), et dont la dérivée en 0 vaut exactementχ ′(0).

4. Applications

Nous donnons dans notre thèse [1,2] une application à une conjecture de Douady, ainsi qu’à une preuve
indépendante d’un théorème de Yoccoz (nécessité de la condition de Brjuno pour la présence d’un disque
de Siegel pour la famille quadratique).
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