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Résumé On associe a toute cohomologie de Weil «classique » sur un corps un groupe de Galois
motivique, défini a un automorphisme intérieur prés. On traite aussi de la spécialisation des
motifs numeériques, et du comportement des groupes de Galois motiviques par spécialisa-
tion. Pour citer cet article: Y. André, B. Kahn, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002)
989-994. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

An unconditional construction of motivic Galois groups

Abstract We attach to any “classical” Weil cohomology theory over a field a motivic Galois group,
defined up to an inner automorphism. We also study the specialisation of numerical motives
and the behaviour of motivic Galois group by specialisaticite thisarticle: Y. André,

B. Kahn, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 989-994. 0 2002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Letk be a field,H a Weil cohomology ovek and Moty the category of (pureQ-linear motives ovek
modulo H-equivalence. We denote by Mptthe thick subcategory of Mgt generated by those smooth
projective varieties whose Kiinneth projectors are algebraic. LetMdte the category of motives modulo
numerical equivalence.

THEOREM 1. —Suppose H classical (¢-adic, Betti, de Rham, or crystalline in characteristic p). Then

(a)For any M € Moty , End(M) isan extension of a semi-simple Q-algebra by a nilpotent ideal. The full
image Mot} ,,, of Mot}, in Motnym does not depend on the choice of H.

(b) The projection functor 7 : Mot};, — Mot},,,, has monoidal sections, and any two such sections are
monoidally conjugate.

By Jannsen [7], Moium, hence Mdj,,,,, is Abelian semi-simple. Using the Kiinneth projectors, modify
the commutativity constraint appropriately: then ]p{ becomes Tannakian, and any monoidal section
of = defines a fibre functof o s : Moty ,,, — Vec,, where L is the field of coefficients off. The
corresponding Tannaka grodpy only depends on the choice ofup to inner automorphism: it deserves
the name ofnotivic Galois group associated t@f. It is a pro-reductive group over, and the grading off

defines a central cocharactey, — Gy.
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THEOREM 2. —Let K be a complete discrete valuation field with residue field k. Choose a pair of
compatible classical Weil conomologies (Hk, Hy) (£-adic with £ £ cark, or Hg = de Rham cohomology,
H; = crystalline cohomology in unequal characteristic). Let Mot*,;K,h be the full subcategory of Moty

consisting of motives with good reduction, Moty ., its full image in Moty ., and G};IK the quotient of

Gy, corresponding to Moty .- Then there exists a “ cospecialisation” homomorphism Gy, — G},’,K,
compatible with the specialisation of correspondences and well-defined up to inner automor phism.

Proofs rely on the categorical results of [3].

1. SoientK un corps commutatif el une catégori& -linéaire monoidale symétrique (ugecatégorie
ACU K-linéaire dans la terminologie de [10]) et rigide. Tout endomorphisme d’un objet gesséde
alors une trace a valeurs dans Ehd On suppose de plus que Edgl= K. Pour deux objets, B € A,
définissons

N(A, B) = { f € A(A, B) | Vg € A(B, A), tr(gf) =0}.

LafamilleN desN(A, B) est unidéal monoidal de A : elle est stable par addition, multiplication scalaire,
composition et produit a gauche et a droite [3, Lemme 6.4.1].
On dispose aussi d’'un autre idéal.deleradical R :

R(A,B)={f € A(A, B) |Vg € A(B, A), 14 — gf estinversibl¢.

Cetidéal n’est pas monoidal en général (il I'est si et seulement si il coincidé\awéd3, 6.4.5]). Enfin,
on dit queA estsemi-primaire si, pour toutA € A, R(A, A) est un idéal nilpotent de I'anneal(A, A) et
'anneau quotient (A, A)/R(A, A) est unek -algébre semi-simple.

On suppose désormaks de caractéristique nulle. Soit L une K -algébre semi-simple commutative.

THEOREME 1. — Supposons qu'il existe un foncteur K-linéaire monoidal symétrique fidéle H de A
vers la catégorie V = Modff (resp. V = Modf; ) des super-modules? (resp. modules) de type fini sur L.
Alors R C N (resp. R =N et A est semi-primaire), et A/N est semi-simple (donc son envel oppe pseudo-
abélienne (A/N)" est abélienne semi-simple).

Cela résulte de [3, 6.7.3]. Pour passer du£Zaa-gradué au cas non gradué, on dispose de :

PROPOSITION 2. — Danscette situation (avec'V = Modff), considérons, pour tout A € A, la projection
p}: € End(H (A)) sur le facteur H(A). Soit AT la sous-catégorie pleine de A formée des objets A tels
que pf = H(x) pour un i € A(A, A). Onnote R*, N* larestriction de R, N a A*.

Alors AT est une sous-catégorie monoidale rigide de A, stable par facteurs directs, et il existe sur A*
une contrainte de commutativité telle que le foncteur monoidal composé

A - A& Modf — Modf,,

ou le dernier foncteur est le foncteur d oubli, soit symétrique.

Donc [par le théoréme précédent] A* est semi-primaire, RT = N+, A+ /Nt est semi-simple (et
abélienne s et seulement s A est pseudo-abélienne), et la projection AT — A*/N* est un foncteur
conservatif.

Voir [3, 6.7.9 et 1.4.2.b].

Application. Soientk un corps commutatif el une cohomologie de Weil sira coefficients dans une
Q-algebre semi-simplé : formule de Kiinneth, dualité de Poincaré, application cycle. $eitMoty =
Moty (k) la catégorie des motifs purs sira coefficients rationnels modulo I'équivalence homologique
définie parH, munie de la contrainte de commutativité « naive» donnée par I'échange des faéfeurs;
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définit donc un foncteu®-linéaire monoidal symétrique fidéle Mpt—> Modff. Si 'on munit Mot‘f{ de
sa contrainte de commutativité modifiée (Proposition 2), on a de plus un for@ténéaire monoidal
symétrique fideled * : Moti — Modf; vers la catégorie monoidale symétrique desiodules de type fini
Z-gradués (contrainte de commutativité sans signe).

L'idéal N s'identifie & I'idéal des correspondancaamériquement équivalentes & z&o; (Moty /N)°
n'est autre que la catégorie Mg, des motifs modulo I'équivalence numérique. Les résultats précédents
(avecK = Q) entrainent alors :

COROLLAIRE 3. - (i) (Jannsen [7]) M@tim est abélienne semi-simple.
(i) Motﬁ est semi-primaire et pseudo-abélienne, son image Motz ., dans Motnym est abélienne semi-
simple, R* = N* et le foncteur monoidal Moty; — Mot , est conservatif.

Remarque 1. — On peut aussi considérer la sous-catégorie pleine (monoidale symétrique rigifjey Mot
Motfl formée des objets tels que les projecteurs de Kiinneth sur cH&uU® soient algébriques, i.e.
proviennent d’'un endomorphismg'( € Moty (X, X). C'est encore une catégorie semi-primaire, et son
image Mof,,, dans Mot est abélienne semi-simple. En outre ésdéfinissent un&-graduation sur le
foncteur identique de M., & IaqueIIeHl*MotZ est compatible.

DEFINITION 4.— Une cohomologie de WeH surk estclassique si

— cark =0 et H est la cohomologie de Betti relative a un plongement dansC, la cohomologie de
de Rham ou la cohomologie étadleadique relative & un nombre premier

— cark #£0, ¢ et H est la cohomologie étakeadique ou la cohomologie cristalline.

Remarques 2. — (a) Sik est algébrique sur un corps fini et & est classique, alors Mpt=
Motﬁ = Moty (a la contrainte de commutativité prés) puisqu’alors tous les projecteurs de Kiinneth sont
algébriques [8].

(b) Sik est de caractéristique 0, les catégories,MdVlotﬁ et Mot;, ne dépendent pas du choix de la
cohomologie classiqu#l : cela résulte des théoremes de comparaison (réduction au éasspule type
fini).

PROPOSITION 5. — Pour H classique, Moty elle-méme est semi-primaire. En particulier, Mot,ym =
Moty /N (envel oppe pseudo-abélienne superflue).

Démonstration. — D'apres [3, 4.1.7 et 4.1.8], il suffit de voir que les polyndmes caractéristiques des
H'(a) sont a coefficients dan®. Si cark = 0, cela résulte des théorémes de comparaison. Sinon, on
se réduit par spécialisation au cas d’un corps fini (dans le cas cristaliin[6]), et cela résulte alors
de[8]. O

PROPOSITION 6. — A isomorphisme canonique prés, |es catégories monoidal es symétriques Mot et
Mot} ne dépendent pas de la cohomol ogie classique choisie.

Démonsgtration. — Si cark = 0, cela résulte de la Remarque 2(b). En caractéristjgugaitons, pour
fixer les idées, le cas de I\/ﬁg;n et de deux cohomologies et ¢’-adiques. Il s'agit de voir que si
PX.¢ = Px.1, € Mote(X, X) :=Motg, (X, X), alorsp ,, € Moty (X, X).

Sik est un corps fini, cela résulte de [8j>§ est donnée par un polyndme en Frobenius, le mémeour
et¢’. En général, noton&,, la cohomologie de WeilH, x Hy (a valeurs dans Mogf xq, ) et Mot la
catégorie associée : d’apres la Proposition 5 appliquéelaveQ, x Q, elle est semi-primaire.

On peut supposer gueest de type fini suF, : on raisonne par récurrence sur le degré de transcendance
dek surF,. Ecrivonsk comme corps de fonctions d’une variable sur un sous-dgyp®n peut remplacer
ko par sa cléture séparable. On choisit une placé& e ou X a bonne réductiorXg. On a alors un
isomorphisme canoniqul,, (X x X) = Hyp(Xo x Xo) compatible aux classes de cycles, cf. [4, 20.3].
Par récurrencep;ow est un endomorphisme de Mptko) ; c'est un idempotent central, d'image dans

Motum(ko) notéepy ;.
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LEMME 7.—Lenoyau de Mot (k)(X, X) — Mot (k)(X, X) est un idéal nilpotent.

En effet, ce noyau s’envoie injectivement dais(k) (X, X), et méme dandl, (ko) (Xo, Xo) par spécia-
lisation. Par récurrenc&g € Mot;'?(ko). D’apres le Corollaire 3(ii)N (ko) (X0, Xo) est donc nilpotent.

Ce lemme entraine que I’idempotq@f,g € Mot (X, X) se reléve dans Mgt (X, X) en un idempotent
n;w € Mot (X, X). Limage my de ce dernier dans Mgt(Xo, Xo) est un idempotent, d'image dans
Mothum(Xo, Xo) égale a,;;oﬂ,. Enfin, un raisonnement classique, utilisant la centralit@ﬁoe;w etla
semi-primarité de Mg}, (ko), montre querg = p%_,,. O

2. Groupes de Galoismotiviques. Revenons a la situation générale d’'une catégrlméaire monoidale
symétrique rigided, avec Endl) = K (de caractéristique nulle). D’apres [3,9.2.1,9.7.3, 11.3.5] :

THEOREME 8. — (@) Supposons en outre A semi-primaire et R = N. Alors le foncteur monoidal
symétrique canonique  : A — A/N admet une section monoidale symétrique s, et deux telles sections
sont conjuguées par un isomor phisme monoidal.

(b) On peut en outre exiger que s o 7w soit I'identité sur une quel conque sous-catégorie monoidale (non
pleine) semi-simple 8§ C A, déslors que tout objet de A est facteur direct d’ un objet de S.

En appliquant ceci # = Mot et en posanb*, = H* o 5, on obtient par la théorie tannakienne :

COROLLAIRE 9. — A toute cohomologie classique H (a coefficients dans L), on peut associer un
foncteur Q-linéaire monoidal symétrique exact fidéle wy, : Mot , — Vec; , bien défini a isomorphisme
monoidal prés, et appelé H-réalisation de Mot . ; d’ ol un foncteur fibre wy par oubli de la graduation.
En particulier, le schéma en groupes d’ automorphismes Aut(wg) est un L-groupe affine pro-réductif, bien
défini a automorphisme intérieur pres, et muni d’ un homomorphisme G,;, — Aut(wg).

Il mérite le nom degroupe de Galois motivique (attaché a Mg§,(K) et aH).

Remarques 3. — (a) Pour touM e Motﬁfum, Iimage deAut(wy) dans GI(H (M)) se décrit en termes de
ses invariants tensoriels ; c’est le groupe qui fixe les image#/paes endomorphismes dé®* qui sont
dans I'image de la sectionsur Mo, ,(M®", M®"), n > 0.

(b) Le quotient dé\ut(wp ) correspondant & la sous-catégorie tannakienng ake Mot ,, n’est autre
que le plus grand quotient deut(wpy) dans lequel I'image d&,, est centraledf. [10, ch. IV, cor. 1.2.2.1
et 1.2.2.2]). Ce cocaractere central décrit la « graduation par le poids » ¢g,Mot

(c) On peut d’autre part introduire pour tout schéma project{hon nécessairement connexe) le sous-
groupe algébriqué& y de ITGL(H! (X)) qui fixe Moty (M, N) ¢ Hom, (H (M), H(N)) pour tousM, N
dans la sous-catégorie tannakien¢ de Moty engendrée par le motif d€. Si k est de caractéristique
nulle, on peut montrer que ce groupe n’est autre que le groupe des «cycles motivés modetgs> sur
au sens de [2]; d’aprés loc. cit., c'est donc un groupe réductirtr.ﬁéxiste, ce groupe est contenu dans
le groupe réductif image daut(wy) dans GI(H (X)), et ils coincident si et seulement si I'équivalence
numeérique est I'équivalence homologique sur les puissanc&s de

PROPOSITION 10. — (a)Le foncteur ®H*(X) = w}; (hnum(X)), défini sur les K-schémas projectifs
lisses X pour lesquels n§ existe, possede les propriétés (1) a (4) des six propriétés attribuées a une
«cohomologie de Wil » dans [9, §3]. De plus, I’ équivalence ® H-homologique n’ est autre que I’ équiva-
lence numérique.

(b) Soit L I’ opérateur de Lefschetz associé a une section hyperplanelisse de X (commeen (a)). Alorsla
propriété (6) de loc. cit. (théoréme de Lefschetz fort) pour ® H équivaut & la conjecture standard de type
Lefschetz B(X) pour H (cf. [9, §4]).

(c) S deplusk est un corpsfini, ces propriétés sont impliquées par la propriété (5) deloc. cit. (théoréme
de Lefschetz faible) pour ® H, X et ses sections hyperplanes.
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Démonstration. — (a) (1) est évident, puisq®H *(X) = H*(X) pour toutX en tant qu’espace vectoriel
gradué. Cette identification est du reste compatible a la dualité (2) (dualité de Poincaréy. @ewure
dimensiord, h(X) eth(X)(d) sont duaux dans Mﬁ;m, donc leur images par le foncteur monoidal symé-
triquewj, sont duales dans Vic(3) (formule de Kiinneth) découle de méme de l'idenfijfgm(X x Y) =
hnum(X) ® hnum(Y). Enfin, pour (4), on définit I'application cycIEyX CH(X) — ®HZ(X)(i) & partir

de 'homomorphisme fonctoriehi,,(X) = Mot (1, Znum(X) (i) Ln, Hom(w?% (1), @% (hnum(X)(i)))
=®H2%(X)(i), et les conditions (i)—(iii) de loc. cit. sont alors automatiquement vérifiées. La derniére as-
sertion est évidente.

(b) On sait queB(X) entraine l'algébricité des projecteurs de Kiinneth, et peut donc se traduire par :
pour touti < d =dimX, le morphismeL?~" : hi (X) — h?~I(X)(d — i) est inversible dans Myt Son
image dans Mdit,, est donc inversible, et on conclut en appliquapt Réciproquement, la propriété)
de loc. cit. pou®H se traduit par : pour tout< d = dimX, 'image par le foncteuw’; du morphisme

L4~ de Mot est inversible. Soit/’ (resp. M%=i(d — i)) la somme des constituants irréductibles du
morif numérique deX (resp.X (d — i)) sur lesquelles’; ne s'annule pas. Alors’, est conservatif sur
la sous-catégorie pleine (semi- simple) de Mgtformee des facteurs des sommes de copies/det
M?=i(d —i). On en déduit qué.?— envoieM' isomorphiquement su¥%?~i(d — i). Tout relevé dans
Motﬁ (h(X)(d — i), h(X)) de cet isomorphisme induit un isomorphisHé? ~ (X)(d — i) - H'(X), ce
qui est une forme de la conjecture standBrd).

(c) La formule cohomologique pour la fonction z&ta Hevaut pour toute cohomologie de Weil, en
particulier® H*. On déduit alors de [8, cor. 1 b), th. 2] que « Lefschetz faible implique Lefschetz fort» pour
®H, X et ses sections hyperplanes]

Remarque 4. — (k fini) Le « Frobenius géométrique » définit un automorphigidu foncteur identique
de Mot;, = Moty. Comme Mo} est semi-primaire, on peut écrire de maniére unifue F** o F* =
F" o F** avec, pour toutM € Moty, Fj, € 1+ R(M, M), F;; engendrant une sous-algébre semi-
simple de End\) et Fj, F;; donnés par des polynémes &y, . Pour toute section monoidalede
7 : Moty — Motnym et pour toutM, on as o n(Fy) = Fjf puisqueFy est central. TanF** que F*
peuvent étre vus comme des élémentadEwy ) (L), et F** y est central.

3. Foécialisation des motifs numériques. Soiento un anneau de valuation discrét€, son corps des
fractions,k son corps résiduel. On désigne gdda cohomologie/-adique ¢ # cark) tant surkK que sur
k (autre choix en inégale caractéristique : la cohomologie de De Rhaii stita cohomologie cristalline
surk, cf. [5, B.3.1]).

On dit qu’'uneKk -variété projective liss& a bonne réduction s'il existe uno-schéma projectii lisse
de fibre génériqué. La fibre spécial&l de X n’est pas uniquement déterminée, mais son motif de Chow
I'est, & isomorphisme unique pres.

Notons Moty (K), la sous-catégorie pleine de MatK) formée des motifs X, p, n) tels queX ait
bonne réduction : ce sont lewotifs homologiques a bonne réduction. On a des catégories analogues
Motaum(K)p, Mot (K)p, MOt (K)p.

Ces catégories sont pseudo-abéliennes et stables par produit tensoriel (prendre le produit fibré des
modéles sur). Il résulte de ce qui précede que l\ﬁcﬂl()b est semi-primaire et vérifiR = N, et
Motfl(K);,/N Motnum(K);, est abélienne semi-simple.

D’autre part, la théorie de la spécialisation des cycles algébriques [4, 20.3] et la compatibHitéude
K etk fournissent aussi des foncte@slinéaires monoidaux symétriques fidéles «fibre spéciale »

spy : Moty (K), — Moty (k), Mot} (K), — Mot (k)

définis & isomorphisme monaoidal unique prés et munis d’un isomorphisme monoidal carfdnigpg ~
H (changement de base propre et lisse, dans lg-@lique). Ces foncteurs ne passent gagriori, a
I'équivalence numérique. On a toutefois :
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THEOREME 11. — |l existe un foncteur Q-linéaire monoidal symétrique fidéle «fibre spéciale» sp:
Motk (K)p — Mot (k), bien défini & isomorphisme monoidal prés, tel que, une fois choisis les
foncteursfibres w® sur K et ¥, sur k comme ci-dessus, le diagramme de foncteurs

sp
MotE, (K)p —— Mot (k)

&
Mot (K) —— Vec,

commute a i somor phisme monoidal preés.

Démonsgtration. — Notons g : Moty; (K) — Mot (K) et 7y : Moty (k) — Mot (k) les foncteurs
de projection. Le choix d'une section monoidale symétrigede wx fixe le choix dew,’f, et permet
de définir sp= 7y o Spy osk.», OU sk 5 €st la restriction dex a Mo, (K),. Notons Mok, (o, k)
la sous-catégorie pleine pseudo-abélienne defjot) engendrée par les objets de(MdotE, (K)»)) ;
c’est une catégorie abélienne semi-simple. Grace au Théoréme 8(b), choisissons maintenant une section
so.x partielle : Mog;, (0, k) — Motﬁ(k) de m; respectant la sous-catégorie (non pleine) semi-simple
spH(sK,h(Motﬁum(K)b)) dans Moﬁ(k). On a alorss, x o Sp= Spy osx. Comme toute autre sectiofy
denk (resp.sy demw;) estisomorphe & (resp. est de restriction a Mg, (o, k) isomorphe &, x) d’apres
le Théoréme 2, le diagramme de la proposition est bien commutatif & isomorphismes monoidauxipres.

COROLLAIRE 12.—0n a une chaine d" homomor phismes de groupes de Gal ois motiviques (vus comme
«groupes pro-réductifs a conjugaison prés»)

Aut(wf) —> Aut((wf) ) < Aut(wf;).

| Motm(K)p

Remarque 5. — Le Théoréme 11 s’applique a I'étude des relations algébriques entre yaladigues de
fonctions hypergéométriques généralisées, cf. [1] (ces derniéres étant vues comme coefficients de matrices
de comparaison entre deux foncteurs fibres dont I'un est défini via sp).
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de la Proposition 6.

1 Considérée comme catégorie monoidale symétrique au moyen de la régle de Koszul.
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