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Résumé On donne dans cette Note une généralisation d’'un théoréme de Hardy pour la transforma-
tion de DunklFp surRY. Plus précisément, pour toutes les valeurmdeo b>0et
P, € [1, +o0], on détermine les fonctions mesurabjetelles que &//¥1 £ ¢ LY (RY) et
e”'b|| Fp(f) eLIRY), ot les I (RY) sont les espacesPLassociés a la transformation
de Dunkl.Pour C|ter cet article: L. Gallardo, K. Trimeche, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
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An analogue of Hardy’stheorem for the Dunkl transform

Abstract In this Note we give a generalization of Hardy’s theorem for the Dunkl transfBgon
RY. More precisely, for alk > 0,b>0andp,q €[1, +oo] we determine the measurable
functions f such that @1 £ ¢ L7 (RY) and &P Fp(f) e L{ (R?), where LI (R?)
are the I? spaces associated Wlth the Dunkl transfollim cite thls article: L. Gallardo,
K. Triméche, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 849-854. 0 2002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

We consideR? provided with the usual scalar prodyet-) and the Euclidian norrix || = +/{x, x).
Let R, be a positive root system iR?\ {0} andk a multiplicity function in the sense of Dunkl’s theory.
The associated weight function is given by

o) = [T [terx)|*.

aeR,

The space of pth-integrablé < p < +o0) (resp. essentially bounded) functionsRf with respect to
the measurey (x) dx, is denoted by ﬁ(Rd) (resp. L;O(Rd)) and the associated norms by ||« , (resp.
Il - llk.00)- The Dunkl transform of a functiofi € L,}(Rd) is given by

vy eRY, fD(f)<y>=/Rdf<x>K(x,—iy)m(x)dx,
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whereK is the Dunkl kernel. We obtain the following results.

THEOREM 0.1. —Suppose 1 < p, g < +oo and at least one of themisfinite and let f be a measurable
function on R? such that

Hea”x"zf!|k,p<+°° and Heb||yu2fD(f)Hm < +o0,

for some constants a > 0 and b > 0. Then if ab > £, we have f = 0 almost everywhere. If ab < %, for

all § € Ja, 45[, the functions of the form f (x) = P(x) e~*IxI? where P is an arbitrary polynomial on R
satisfy the precedent conditions.

THEOREM 0.2. —Let f beameasurable function on R such that
Ifo| <Me ™ ® ae and |Fp(H(|<MeMI® ae,

for some constantsa > 0, b > 0and M > 0. Thenifab > %, f =0ae Ifab= %, f isaconstant multiple
of el 1f gb < 1, there are infinitely many functions f satisfying the precedent conditions.

1. Introduction

Un théoreme célebre de Hardy [7] montre qu'une fonctjosur R mesurable et sa transformée de
Fourier f ne peuvent pas étre simultanément a « décroissance trés rapide ». Plus précisefiient i
Ce =’ et |f(y)| < ce b’ pour des constantes > 0,a > 0 etb > 0, alors f = 0 presque partout si
ab > ;11 et il existe desf non nulles siub < %1. Une version PP de ce résultat obtenue par Cowling et Price
[3] affirme que poup etg dans[1, +o0], I'un des deux étant fini, sie‘”‘zfn,, < 400 et ||e">'2f||q < 400
alors f = 0 presque partout gib > %1. Des généralisations de ce résultat au cas du groupe d’Heisenberg et
du groupe des déplacements ont été établies dans [1] et [6]. Le but de cette Note est de donner un analogue
du théoréme de Cowling et Price pour la transformation de DunkRéu€ette transformation est associée
a des opérateurs aux dérivées partielles et aux différences correspondant a un groupe fini de réflexions
de I'espace euclidieR?. Ces opérateurs se sont révélés étre un outil trés utile dans I'étude des fonctions
spéciales associées a un systéme de racines [5,8] et ils jouent un rdle important dans la description en
Mécanigue quantique des modéles exactement résolubles de Calogero—Moser—Sutherland [9,10].

2. Généralités

On munitR? du produit scalaire usugl, -) et de la norme euclidienrje || = /{x, x). Poura € R?\{0}
on noteH,, I'hyperplan orthogonal & eto,, la réflexion par rapport &, .

On appelle systéme de racines un sous-enseRbeR?\ {0} tel queR N Ra = {+a} eto, R = R pour
touta € R. On noteW le groupe fini engendré par les réflexians o € R, et pourf € R\ |,z Ha, ON
fixe un sous-systeme posiff; = {«x € R; {(«, 8) > 0}.

Une fonctionk : R — C invariante paW est appelée fonction de multiplicité. L'indice du systéme de
racinesr est alors défini pay = ZaeR+ k() etlafonction poids est la fonctidiir -invariante et homogéene

de degré 2 définie suR? par

aeR

or) = ] o). (N

(XER+
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Les opérateurs de Dunk};, j=1,....d, surR? associés & etk sont définis pour toute fonctiofi de
classe € surR? par

9 B o
Tif @) =5 —f)+ ) k(a)ajw,
j 9

0[6R+

)

Dans le cas ol = 0, lesT; se réduisent aux opérateurs dérivées partielles par rappprtians ce qui
suit on suppose que= 0.

Pour touty € R?, le systemelju(x) = y;u(x), j=1,...,d, avecu(0) = 1, admet une unique solution
notéek (x, y) qui est appelée noyau de Dunkl. Ce noyau est symétrique, invariait patmet un unique
prolongement holomorphe@’ x C? [4,5] et vérifie

|DYK (x,2)| < [lx )™ exp(flx]l]| Rez]l). @)

pour toutx € RY, z € C?, v € N¥ et ol D! désigne la dérivée partielle par rapport & (z1. ..., za)
correspondant au multiindice On note Lf(Rd), p € [1, +00], I'espace des fonctions mesurables Bfir

telles que
1/p
I fllk,p = (/d |f(x)|1’wk(x)dx> <400 Sil<p<+oo,
R
Il £ llx.00 = SUP €S$ (x)| < 400.

xeRd

(4)

La transformée de Dunkl d’une fonctighe L,}(R) est définie par :

fD(f)(y)Z/Rd JOK (x, —iy)wx(x) dx. ©)

On notera qu’elle coincide avec la transformation de Fourier classigua 8i Nous renvoyons a [4] et
[5] pour les propriétés complétes de cette transformation. En particulfes $ii (RY) et Fp(f) € L (RY),
on a la formule d’inversion

C? ,
fx)= 52y +d /Rd Fp(HYWK (x,iy)or(y)dy p.p, (6)

0l Ci = (fra €XP(—Ix |2z (x) dx) L.

3. L'opérateur detransmutation dual de Dunkl

On considére I'opérateur de transmutation dual de Diikiérifiant pour touty € R? ettoutf € D(RY)
(espace des fonctions de class$é 8urR¢ & support compact),

a
V(T HO=—"V(H(, j=1...4d

dyj
(voir [14]). Cet opérateur qui est un isomorphisme topologiqu®de?) sur lui méme est donné par
VHeI= [ Fmdne. feDRY, ™

ol pour touty € R?, vy est une mesure positive sBf dontle supportestinclus dafse R?; [|lx|| > ||y}
(voir [14]).

PROPOSITION 3.1. —Soit f € L,}(Rd). La fonction donnée par (7) est définie pour presquetout y € R¢
(par rapport & la mesure de Lebesgue), appartient a LY(R?, dx) etona

Fp(f)=Fo'V(f), (8)
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ol F est la transformation de Fourier classiqueRfirdonnée par
F(@) &) = / gxye™Fdv, pourg e L*(R?, dx).
Rd

Démonstration. — On montre que la famille de mesures ), grs est vaguement continue et est intégrable
pour la mesure de Lebesgue. Le résultat découle alors du théoréme d’intégration des mesures de Bourbaki

(2], p. 26).

4. Uneversion L? desthéorémes de Phragmén—L indel 6f

La démonstration du théoréme principal donné au paragraphe cing, utilise les deux lemmes suivants de
variable complexe qu’on démontre a partir de [13], p. 578.

LEMME 4.1. -Soit i une fonction entiére sur C? telle que

d
vz e CY, |h(z)|<CHea(Rezj)2’ 9)
=1

vxeR?Y,  |h(x)|<C, (10)
pour certaines constantesa > 0 et C > 0. Alors / est constante sur C?.

LEMME 4.2. -Soit p € [1, +o0[ €t & une fonction entiére sur C¢. On suppose
() il existe j €{1,...,d}, telsque

N2
VzeCl  |h(@)| <M1, ... 2j-1.2j41s - - -, 2a) € RED (11)
(i) 117Rallx,p < o0,
pour une certaine constante @ > 0 et M une fonction positive sur C¢. Alors 1 = 0.

5. Uneversion L? du théoréme de Hardy

Le lemme qui suit donne des propriétés de la transformation de Dunkl utiles dans la preuve du théoréme
de Hardy.

LEMME 5.1. —-Soit p € [1, +00] et f une fonction mesurable sur R? telle que ||e““)‘”2f||k,,, < 400,
pour un certain a > 0. Alorsla fonction Fp (f) sur C¢ définie par

Fp(f)@) = /Rd F K (x, —iz)wg(x) dx (12)
est bien définie, entiére sur C? et pour tous& € R? et n e R? ona
2
Fo()E+im]| < cmo(%) (19)

pour une constante C > 0.

Démonstration. — Le résultat découle de l'inégalité de Holder, des relations (3), (8) et des propriétés de
'opérateur V.

THEOREME 5.2. —On suppose 1 < p,g < +oo dont I'un au moins est fini et soit f une fonction
mesurable sur R? telle que

e f ), , <+oo et [[EEL(p),, < +oo. (14)
pour des constantesa > 0 et b > 0.
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Alorssi ab > %, ona f = 0 presque partout. S ab < , pour tout 8 € Ja, 2 [, les fonctions de la forme
f(x) = P(x)e?I¥1? o0 P est un polynéme arbitraire sur R, satisfont les conditions (14).

Démonstration. — On considére la fonctioh définie surC? par

‘2
W) = (H exp(%) ) Fo(H)). (15)
j=1

D’aprées le Lemme 5.1, cette fonction est entiére et vérifie
_ HE
|h(& +in)| <Cexp(? (5,1 eRY). (16)
Pour toutg € [1, +00], la conditionab > % implique

Ihrallig < || Fo ()], < +oo. (17)

Siab > % etp,q €[1,+oc] ousiab = 3 etp e [1, +00] etg € [1, +oo[ les Lemmes 4.1 et 4.2 donnent
le résultat. Sub = %, p €[1, +oo[ etg = +o0, larelation (8), les propriétés d¥ et [6], p. 66, impliquent
le résultat. Sib < 1 etsif(x) = P(x) e-3IxI% ou P est un polyndme, en utilisant les polyndmes d’Hermite
généralisés associés aux opérateurs de Dwokd [11]), on montre queFp (f)(y) = Q(y) exp(—% v11%)
ol Q est un autre polynéme s&¢ et le résultat en découle.

6. L'analogue du Théoréme de Hardy classique

THEOREME 6.1. —Soit f une fonction mesurable sur R¢ telle que
[fel<me ™ e |Fp())] < Me I, (18)

pour presque tout x, y € RY et pour certaines constantesa > 0, b > O et M > 0. Alorssi ab > %, f=0

presque partout, si ab = ;1! alors f est égalle_a_ ealxl® 3 une constante multiplicative prés et si ab < il
existe uneinfinité de fonctions non nulles vérifiant les conditions (18).

Démonstration. — Si ab # ;11, la démonstration du Théoréme 5.2 qui est valable aussipeuy = +oco
donne le résultat. $ib = ;11 on obtient le résultat en utilisant la relation (8), les propriétés de I'opérateur
et[12], p. 137.
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